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Capitulo 1

Introduccion

1.1. ;Qué son las formulas de Feynman-Kac?

El objetivo de este trabajo es exponer los teoremas de tipo Feynman-Kac para una
clase importante de procesos estocasticos, asi como algunas de sus aplicaciones. Nos con-
centraremos primero en la construccion probabilistica, y después daremos algunos ejemplos
concretos de su uso.

Las formulas de Feynman-Kac aparecen como un vinculo fundamental entre la teoria
de los procesos estocésticos y las ecuaciones diferenciales parciales lineales. Uno de los aspec-
tos importantes de estas formulas es que toda solucién acotada de ciertas clases de problemas
de ecuaciones diferenciales parciales (EDP) con valores a la frontera, tiene la representacion
probabilistica que plantean tales férmulas.

En ese sentido, cuando decimos “representacion probabilistica de la soluciéon”, a lo que
nos referimos es al método en que obtenemos estas soluciones, que es basicamente prome-
diando un proceso de difusion.

Concretamente, las formulas de Feynman-Kac establecen que la solucion de ciertos
problemas de ecuaciones diferenciales parciales con valores a la frontera esta dada por la
esperanza de una funcional del movimiento browniano, y mas generalmente, por la espe-
ranza de una funcional de un proceso de difusiéon cuyos coeficientes coinciden con los del
operador diferencial del problema dado. Reciprocamente, podemos analizar las propiedades
estadisticas de un proceso estocéstico de difusion mediante la EDP asociada.

A la gama de técnicas y procedimientos para calcular la esperanza en estas situaciones,
en el contexto de fisica matemética que les da nombre a las férmulas de Feynman-Kac, se le
conoce como integracion funcional, aunque la analogia con los métodos utilizados en mecanica
cuantica es tangencial y la teoria correspondiente, desarrollada por Israel Gelfand y Akiva
Yaglom en 1956[17] y posteriormente por Robert Cameron en 1960[8|, es muy distinto al
enfoque de la teorfa de procesos estocésticos que adoptamos en este trabajo, véase en ese
sentido [37].
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En lo que a nosotros nos concierne, en la teoria de los procesos estocésticos y sus
aplicaciones en ramas como finanzas matematicas, a estas féormulas se les considera una
aplicacion del calculo estocastico desarrollado por Kiyoshi 1t6 y Wolfgang Doeblin.

Ademas de ser de gran interés teodrico al vincular la teoria de la probabilidad con las
ecuaciones diferenciales parciales, dos ramas de las matemaéticas que, a primera vista, parecen
sumamente distantes entre si, las formulas de Feynman-Kac nos proporcionan una alternativa,
tanto simboélica como computacional, para encontrar soluciones numeéricas concretas por
medio de simulacién a problemas de EDP, y reciprocamente, permite aplicar el enfoque y los
métodos de solucion de EDPs en problemas probabilisticos.

Esta correspondencia nos ofrece dos perspectivas complementarias para abordar un

mismo problema:

1. De lo determinista a lo estocastico: Si nos enfrentamos a una EDP parabolica
de segundo orden, podemos representar su solucion como la esperanza de un funcional
adecuado de un proceso estocastico. Esta representaciéon no solo proporciona interpre-
taciones probabilisticas de la solucion, sino que también sugiere métodos numéricos
basados en simulacion (como el método de Monte Carlo) para aproximar la solucién
en casos donde los métodos analiticos directos son inviables.

2. De lo estocastico a lo determinista: Si estamos interesados en calcular la esperanza
de algin funcional de un proceso estocéstico, podemos transformar este problema en
la resolucién de una EDP asociada. Esta transformacion nos permite aprovechar el rico
arsenal de métodos numéricos y analiticos desarrollados para EDPs.

La belleza de esta dualidad radica en su flexibilidad: dependiendo de la naturaleza
del problema, podemos elegir la perspectiva que ofrezca el enfoque mas tratable o revelador.

Esto es de gran importancia practica en su aplicaciéon mas alla de las mateméaticas
en problemas cientificos y econémicos, debido a que muchos modelos matematicos de interés
se plantean a través de ecuaciones diferenciales parciales. En dimensiones bajas se pueden
resolver numéricamente con algoritmos computacionales basados en diferencias finitas.

Sin embargo, en la soluciéon de problemas reales, el problema puede llegar a depender
de muchas variables, y en dimensiones mas altas los métodos de diferencias finitas pueden
llegar a ser de dificil aplicacion y poca estabilidad. En tales casos, los métodos de simulacion
estocastica resultan ser més econdémicos, en términos tanto de dificultad de programacion
como de tiempo y recursos de computacion necesarios.

De hecho, muchos productos de software de computaciéon de alto desempeno, tanto
comerciales como open-source, implementan algoritmos de simulacién estocastica como parte
de los métodos bésicos de sus librerias de funciones. Algunos ejemplos contemporaneos son
los recursos basados en CUDA, publicados por NVIDIA Corp, y librerias especializadas
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como Vitis de AMD, las cuales estan optimizadas para funcionar en el hardware fabricado
por ambas companias.

A partir de la expresion planteada de la esperanza condicional de la variable aleatoria
de interés, estos paquetes de computo utilizan técnicas de simulacion estocéstica y Mon-
te Carlo, asi como los correspondientes para las EDPs asociadas, basadas en féormulas de

Feynman-Kac, para el célculo de valores numéricos especificos.

1.2. Motivacién y estructura de la tesis

La motivacion de este trabajo surgié a partir de la observacion de que las formulas de
tipo Feynman-Kac aparecen bajo distintas interpretaciones y técnicas de demostracion en la
literatura de procesos estocasticos y finanzas matematicas, sin que exista una presentacion
unificada, y de notaciéon consistente, que vincule entre si las maneras en que se exponen o la
teoria que esta detrés de ellas.

Un ejemplo importante es la coleccion de resultados correspondientes a la teoria de
valuacion de opciones. En la literatura de finanzas encontramos tanto la llamada ecuacion
de Black-Scholes, una EDP parabolica particular que modela el problema de valuar una
opcion de tipo europeo, como la formula de Black-Scholes, que es una férmula cerrada para
calcular soluciones a dicha ecuacion. En los libros de finanzas matematicas se obtiene dicha
EDP con una aplicacion del Lema de Itd6 a una funcién genérica que represente la solucion,
y asumiendo que se busca algo que se conoce como cobertura dindmica, que consiste en
reproducir continuamente el precio teérico que deberia tener el contrato de opcién, usando
combinaciones del activo subyacente y un activo libre de riesgo.

Dicho argumento es un artificio de razonamiento conveniente para efectos de darle
sentido al problema, pero es una ficcién econémica porque en la practica es imposible reali-
zar una cobertura dindmica continua sin incurrir en costos de transacciéon infinitos. En ese
sentido, sin embargo, es posible mostrar la relacion de la EDP de Black-Scholes como un
caso particular de las formulas de Feynman-Kac, tomando la esperanza de la funcion de
pago descontada bajo la medida neutral al riesgo del modelo. La férmula de representacion
no determina por si sola esa medida: su interpretacién como precio de no arbitraje requiere
las hipotesis econémicas correspondientes.

Por lo tanto, este importante resultado de la teoria financiera es un resultado matemé-
tico fundamental que debe distinguirse de las hipotesis econémicas necesarias para interpretar
la esperanza como un precio. Mas generalmente, el hecho de que la relacion entre funcionales
de procesos estocasticos y EDPs sea general nos permite abordar una variedad mucho mas
amplia de problemas relevantes tanto para las mateméaticas mismas, como para la ciencia y
la tecnologia en general.

Dado lo anterior, a la presentaciéon unificada que en este texto se busca, le acompanan

las herramientas usadas para deducirlas en una serie de casos particulares, explicando los
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modelos probabilisticos y situaciones dindmicas que les motivan en cada caso. La pretension
es antologizar tales resultados y exponerlos junto con la teoria basica que les respalda, de
manera notacionalmente consistente.

En el capitulo de fundamentos tedricos repasaremos los resultados més importantes
de la teoria de los procesos estocésticos, que serédn necesarios para la correcta aplicacion del
calculo estocéastico en la obtencion de las Formulas de Feynman-Kac. Utilizando al movimien-
to browniano como nuestro modelo de proceso estocéastico continuo canoénico, recuperamos
su conexion con la ecuacion de calor y las ecuaciones de difusion en general, asi como sus
propiedades probabilisticas més importantes.

Después, recuperamos los resultados clasicos del calculo estocastico de Ito, aplicado a
los procesos de difusion y la solucion de ecuaciones diferenciales estocésticas. Las difusiones
de Itd son el artefacto probabilistico particular, a partir del cual construimos las representa-
ciones de Feynman-Kac para las ecuaciones diferenciales parciales que nos resultan de interés
particular.

La relacion dual entre la funcion de densidad de probabilidad y la dindmica instan-
tanea en el espacio de estados de un proceso de difusion, resulta estar codificada en las
ecuaciones diferenciales parciales de Fokker-Planck-Kolmogorov. Las ecuaciones diferencia-
les a las que corresponden las formulas de representaciéon de Feynman-Kac surgen como
modificaciones de las ecuaciones de Fokker-Planck-Kolmogorov.

Estudiamos una interpretaciéon probabilistica particular, la cual es un caso de los
procesos de Markov condicionados. Partiendo de la funcién de transicion de Markov asociada
a una difusion de It6, realizamos la construcciéon del modelo probabilistico de un nuevo
proceso de Markov en el cual las trayectorias de la difusion de It6 son “matadas” a una cierta
tasa, la cual esta determinada por una variable aleatoria con distribucién exponencial.

A través de la modificacion de la funcién de transicion de un proceso de difusion de
Markov dado, construimos el semigrupo de transicion de Feynman-Kac y daremos la des-
cripcion general del generador infinitesimal del proceso de difusion matado correspondiente
al que llamaremos Proceso de Feynman-Kac.

Después, utilizamos las técnicas generales del célculo estocéstico para encontrar formu-
las de Feynman-Kac para ecuaciones de difusion més generales. Asi, especializamos nuestro
estudio a los casos de tales formulas para ecuaciones de interés particular.

La intencién es de presentar el bagaje de formulas para los casos més tutiles, asi
como el entendimiento heuristico de las técnicas de demostracion utilizadas y la manera
de interpretarlas. A la exposicion de los distintos casos les acompana algunas digresiones
respecto de las aplicaciones que tienen en otras areas de las matematicas.

Ademas, examinamos el vinculo que tienen el proceso de Feynman-Kac con otros
procesos de difusién modificados por medio de la técnica de condicionamiento de la funcién
de transicion, y su relacion con técnicas como la h-transformada de Doob. Dicha relacion

estd apuntalada en la aplicacion del teorema de Girsanov, e ilustramos su utilizaciéon para
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la obtencion de formulas de representacion similares en las cuales subyace el concepto de

cambio de medida.
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1.3. Notacion frecuentemente usada

A lo largo de este texto, en lo general se considera un espacio medible (E,£), i.e. un
conjunto E con su sigma-algebra £, que para efectos de este trabajo serd (R? B(RY)), es
decir, R? y los borelianos de RY.

Cuando decimos que una funciéon f € £ , € es el conjunto de funciones £-medibles
f:E—R

&y son aquellas f acotadas en . (En particular, B(R), es la notacion equivalente para
las funciones borelianas acotadas en R, y asi sucesivamente)

ET son aquellas f no negativas.

C(FE) es el conjunto de funciones continuas f : E — R.

Cy(FE) el conjunto de f continuas y acotadas.

Co(F) es el conjunto de f continuas de E en R tales que

lim f(z) = 0.
|z —00
En dicho espacio trabajamos con la norma uniforme: ||f||o = sup,cg |f(z)]
Ck(E) es el conjunto de aquellas f con soporte compacto.
C?(E) es el conjunto de las f que son dos veces diferenciables, con derivadas continuas
de primer y segundo orden.
C% = C? n Ck es el conjunto de f dos veces diferenciables y con soporte compacto.
Para denotar la diferenciacion, para f en C?, escribiremos ¢; f para la derivada parcial

respecto del i-ésimo argumento, y 0;; f para las derivadas parciales de segundo orden respecto
62

de los i y j-ésimos argumentos; la notaciéon convencional para ello es ¢; = % Y Oij = amar
[ 104

respectivamente.
Cuando la dimension d = 1, éstas se escriben de la manera usual: f’; f”.
Algunos espacios funcionales importantes para la teoria de integracion estocastica son
los siguientes:
L?(P) es el espacio vectorial de variables aleatorias X que son cuadrado-integrables,
es decir:
X Ilz2ey = (E[X])2 < 0.

Fijada una filtracion (F;)¢=o y un horizonte T' > 0, consideramos procesos progresiva-
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mente medibles. Los espacios que utilizaremos son

- T
H? = {X:E |Xt]2dt] <oo},

LJO
A

£LOC:{XZ]P) r |Xt|dt<OO]=1},
[ JO
T
| JO

En particular, H? < L3 .

Para los procesos que empiezan en un punto z € R? al tiempo ¢, escribiremos X** =
(X5%)4sy, con X" = z. Esta notacion designa la solucién con esa condicion inicial; en
general, no se obtiene sumando x a una soluciéon que empieza en cero. En el caso particular
del movimiento browniano si podemos escribir Wh* = x + Wy, — W,, para s > t.

Denotaremos por P%* la ley del proceso con dicha condicién inicial y por E4* la

esperanza respecto de esa ley. Asi, para una funciéon medible f para la cual exista la esperanza,

BN [f(X.)] = f ) Prale.dy), s>,

donde P, 4(z, -) es la probabilidad de transicion. Cuando el proceso es homogéneo en el tiempo

y empieza en el instante cero, abreviaremos estas notaciones como X%, P* y E*.






Capitulo 2

Fundamentos tedricos

2.1. El movimiento browniano

“Observa lo que acontece cuando los
rayos del sol son admitidos dentro de
un edificio y como arroja la luz sobre
los lugares oscuros. Puedes ver la
multitud de pequenas particulas
moviéndose en un sinntimero de
caminos... su baile es un indicio de
movimientos subyacentes de la materia,

escondidos de nuestra vista...”

Lucrecio, Sobre la naturaleza de las
coSas.

Como fenémeno de la naturaleza, el movimiento browniano fue observado por primera
vez por el filésofo y poeta romano Lucrecio, en cuyo libro Sobre la naturaleza de las cosas|26]
describe el movimiento de las particulas de polvo bajo el sol y usa esto como evidencia para
argumentar a favor de la existencia de los atomos. Sin embargo, su nombre es debido al
botanico Robert Brown, quien a principios del siglo XIX describi6 el erratico comportamiento
del polen inmerso en el agua cuando lo observaba bajo su microscopio.

Tales particulas realizaban un movimiento cuyas caracteristicas eran las siguientes: en
cualquier momento dado, una particula podia moverse en cualquier direccién; el movimiento
futuro parecia no depender de ningin modo del movimiento anterior; el movimiento era
constante y no se detenfa en ningtin momento.

Brown observé que dicho comportamiento era comtin a toda clase de particulas que
se encontraran en estado de suspension en alguna clase de liquido. Ademaés, comprob6 que
el mismo fenémeno ocurria para particulas de sustancias tanto inorganicas como organicas.
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La teoria fisica del movimiento browniano, como fue observado y documentado por
Brown, fue desarrollada por diversos cientificos a lo largo del siglo XIX. De ellos vale la pena
destacar las observaciones de Delsaux, quien fue el primero en llegar a la conclusion correcta
de que el movimiento de las particulas se debia a los impactos que sufrian por las moléculas
del liquido en el que se encontraban sumergidas.

Conforme se fue desarrollando la teoria de la termodinamica a lo largo del siglo XIX,
también fue evolucionando la teoria del movimiento browniano, la cual fue establecida, a
partir de consideraciones de un estado de equilibrio termodinédmico, en 1905, por Mileva
Maric (véase [3]) y Albert Einstein. Ellos dedujeron la siguiente formula:

1 (y —x)?

p(t,x,y) = mexp[_W]'

Esta formula establece la densidad de probabilidad p de que la particula se desplace una
cierta distancia y — x, durante un intervalo de tiempo t.

El coeficiente de difusion D es calculado tomando en cuenta el radio de la particula, sus
interacciones con las moléculas que le rodean, la temperatura y la constante de Boltzmann.
La argumentacion detallada de la maquinaria fisica y matematica que justifica esta teoria,
como fue originalmente desarrollada por Maric y Einstein a lo largo de una serie de articulos
presentados a partir de 1905, se puede consultar en [1].

Esta teoria fue verificada experimentalmente por Jean Baptiste Perrin en anos sub-
secuentes. Tal densidad nos dice que el modelo mateméatico para el movimiento browniano
corresponde a la clase de los procesos estocasticos gaussianos.

En la literatura clasica se han establecido distintas maneras de demostrar que un
proceso estocéstico que represente dicho fenémeno existe y cumple con ciertas caracteristicas.

Aqui solo se citaran aquellos resultados que sean imprescindibles para exponer el te-
ma que se presenta, basandonos principalmente en las siguientes fuentes: Procesos de Lévy,
Procesos de Markov y Convergencia Débil en espacios de Skorokhod, Alejandro Rosales Ortiz
[31], asi como los libros de texto siguientes: Stochastic Differential Equations, de Bernt Ok-
sendal [29], Brownian Motion, Martingales and Stochastic Calculus de Jean-Francois Le Gall
[16], Stochastic Calculus with Financial Applications de J. Michael Steele [38], y Brownian

Motion and Stochastic Calculus de Ioannis Karatzas y Steven Shreve [23].

Definicion 2.1.1 (Proceso estocéstico real). Un proceso estocastico real es una coleccion
parametrizada de variables aleatorias

X = (Xt)teTa

con T' < R, definidas en un mismo espacio de probabilidad (€2, F,P) y que toman valores en
R. Para cada t €T
we Xi(w) wel,



2. Fundamentos teéricos 11

es una variable aleatoria, mientras que para un w € 2 fijo,
t— Xt (CL)) te T,

se llama una trayectoria de X;

Definicion 2.1.2. Sean X, Y procesos estocasticos reales indizados por el mismo conjunto
de indices T'.
Decimos que Y es una modificacion de X si

Ve T, PlY;=X]=1

Decimos también que el proceso Y es indistinguible de un proceso X si existe un conjunto
de medida nula N de € tal que

YVwe O\N, VieT, Xi(w)=Yi(w).

Definicion 2.1.3 (Filtracion). Una filtracion en el espacio de probabilidad (€2, F,P) es una
coleccion de sub-sigma-élgebras de F, (F;)o<i<oo tales que Fy © F sit < s < o0, Entonces,
para 0 <t <s

Foc F, € F, € Fpo ©F.

A (Q, F,(F),P) se le llama un espacio de probabilidad filtrado.

Es importante definir las condiciones bajo las cuales sean medibles las variables alea-

torias que forman parte de un proceso estocastico.

Definicion 2.1.4 (Procesos adaptados y progresivamente medibles). Un proceso estocastico
X = (X}) que toma valores en (R, B(R)) es adaptado a la filtracion (F;) si para cada t € T,
X; es Fi-medible. Decimos ademds que es progresivamente medible (o progresivo) si, para
cada t € T, el mapeo

(w, 8) = Xs(w),

definido en Q x [0,¢] es B([0, t]) ® F;-medible

Para un proceso X = (X;) en el espacio de probabilidad (92, F, (F;),P), la minima
filtracion con respecto a la cual X; es Fi-medible es la definida por ¥ = o (X, : u < t) para

cada t, y Fx = o(X, : u > 0). Esta es llamada la filtracién canénica o natural de X.

Definicién 2.1.5 (Tiempo de paro). Una variable aleatoria en (2, F), 7: Q — [0, 0] se le
llama un tiempo de paro con respecto a una filtracion (F;) si {7 < t} € F; para todo ¢ = 0.

Definicién 2.1.6 (Movimiento Browniano). Un proceso estocéstico (W,),., adaptado a una
filtracion (F;)ser+, con valores en R, es llamado un movimiento browniano siempre que se

satisfagan las siguientes condiciones:
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Trayectoria de un movimiento browniano

-02 00 02 04 06 08

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: Simulaciéon por computadora de una trayectoria de un movimiento browniano
que inicia en Xy = 0

1. Las trayectorias W;(w) son funciones continuas de t para casi todo w € €.
2. Wy(w) = 0 para casi todo w € €.

3. Para 0 <t < s, el incremento W, — W, es una variable aleatoria gaussiana con media

cero y varianza s — t.
4. Para 0 <t < s, el incremento W, — W, es independiente de la o-algebra F;.

Demostrar de manera rigurosa que existe un proceso estocéastico que cumpla con
esta serie de caracteristicas es un problema complejo que fue abordado por los grandes
probabilistas del siglo XX. Una exposicion detallada de algunos métodos constructivos para
establecer su existencia puede encontrarse en [23].

La definicion 2.1.5 implica ademés que la distribucion de probabilidad correspondiente

al movimiento browniano es la siguiente:

1 —(y—=)2
P(W,e AlW, =2x) = Je 2 dy. 2.1

( t ’ 0 ) \/ﬁ N Yy ( )
Podemos también definir el movimiento browniano en d-dimensiones como un vector

de movimientos brownianos.

Definicién 2.1.7. Un proceso (W?) = (W1, ..., W4) con valores en R?, se llama un movi-
miento browniano d-dimensional si sus componentes W1, ..., W% son movimientos brownianos

unidimensionales independientes entre si.
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De aqui en adelante nuestras definiciones tebricas seran para el movimiento browniano
unidimensional, pero se pueden generalizar a dimensiones mas altas a partir de la definicién
anterior.

Para trabajar con el movimiento browniano se utiliza una filtraciéon especial, la cual
es el punto de referencia para muchos resultados importantes. Dicha filtracién, que se obtiene
con una modificacion de la filtracion generada por el movimiento browniano, es llamada la

filtracion browniana estandar, la cual definiremos a continuacion.

Definicion 2.1.8 (Filtracion browniana estandar). Sea el espacio de probabilidad (€2, F,P),
y W un movimiento browniano. Consideremos los conjuntos P-nulos, que definimos a conti-
nuacion:

N:={GcQ|IFeF:GcF P(F)=0.

Entonces, la filtracién browniana estandar se define como
G" = o(F | M)
Dicha filtracion cumple las siguientes condiciones:

1. G}V contiene todos los conjuntos P-nulos.

2. GV es continua por la derecha, es decir:

g =) 9.

s:8>1

Diremos que una filtraciéon cumple las condiciones usuales si cumple 1. y 2.

Una vez que contamos con el movimiento browniano, que se asume inicia en 0, pode-

mos definir el movimiento browniano que inicia en un punto = € R.

Definiciéon 2.1.9. Para cualquier x € R, el proceso que se define como sigue
W:C = (Wtw)t>0, th =T+ Wt, W() = 07

es llamado el movimiento browniano que inicia en z. De (2.1) se sigue que para cualquier

AeB(R),yt>0,

1 —(y—x)*
P(W, € A|W, = z) = P(WZ € A) = \/ﬁf e 5 dy, (2.2)
A

ya que (W, — W) = (W, — x) es una variable aleatoria Gaussiana con media 0 y varianza t.
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2.2. El movimiento browniano como martingala

Una martingala es un proceso que en la media no tiene tendencia a crecer o decrecer.
Si pensamos en que el proceso represente, por ejemplo, las ganancias de un jugador en cierto
juego de azar, entonces una martingala es el modelo de un juego justo - el jugador y su
adversario estan nivelados en promedio. Es por esta misma razén que se usan como modelos
de transacciones justas en la teoria financiera. Su estudio fue formalizado en la Teoria de
la Probabilidad por Wolfgang Doeblin y Paul Levy. Posteriormente fue profundizado por
Joseph Leo Doob.

A continuacion listamos algunos resultados, para los cuales nos basamos principal-

mente en las siguientes fuentes: 'Probability and Stochastics’, Erhan Cinlar [11], [38] cap. 4
y 7

Definicién 2.2.1 (Definicion de Martingala). Un proceso estocastico M = (M;) en el espacio
de probabilidad (2, F, P) es una martingala respecto de una filtracion (F;), o (F;)-martingala,
si satisface las siguientes condiciones:

1. Adaptado: M; es Fi-medible para todo t
2. Integrable: E|M;| < oo para todo t y
3. Propiedad de Martingala: E[M|F;] = M, para todo s > t.

Definicion 2.2.2 (Martingala continua). Una martingala X = (X}) es llamada martingala
continua si existe un 5 < Q que cumple P(€)y) = 1, de tal modo que para cada w € €, la

trayectoria f : [0,00) — X;(w) es continua.
El movimiento browniano es el ejemplo més importante de una martingala continua.
Proposicion 2.2.3. El movimiento browniano es una martingala.

Demostracion. Fijemos 0 < t < s. Entonces, por independencia de los incrementos, tenemos
que

E(W,|F) = E(W, — W, + Wi|F)
= E(W, = Wil ) + E(W|F)

puesto que E(Wy — W F) = E(W; — W,) = 0, al ser el incremento W — W, una variable
aleatoria gaussiana con media 0 e independiente de F;. Ademas, como W; es F;-medible,
resulta que E(W3|F;) = W O
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Los siguientes resultados, que citamos sin demostracion de [38], cap.4, asi como [12],
nos permiten aprovechar distintas propiedades tutiles de las martingalas, asi como una clase
mas general de proceso llamado martingala local.

Teorema 2.2.4 (Teorema del paro opcional de Doob). Sea M = (M;) una martingala
continua adaptada a la filtracion F = (F;), que satisface las condiciones usuales.
Sea T un tiempo de paro respecto a (F;). Entonces, el proceso parado, definido por

Xt = Mt/\T7 (23)

es una martingala continua respecto a (J).

A continuacion se definen las martingalas locales, que generalizan el Teorema del Paro
Opcional de Doob a una clase mas grande de procesos. Una martingala local se construye
por medio de una sucesion localizadora de tiempos de paro, que son tiempos de paro que
cumplen una condicién de cota para el proceso. El proceso parado, definido para cada tiempo

de paro de la sucesion localizadora, resulta ser una martingala.

Definicion 2.2.5 (Martingala Local). Un proceso M = (M;) adaptado a la filtracion (F;)
es llamado una martingala local si existe una sucesion no decreciente de tiempos de paro
{7} tales que

P[lim 7, = o] = 1,

y para cada k, el proceso parado en 7, definido por
Mt/\Tk )

es una martingala respecto de la filtracion (Fy).

La sucesion de tiempos de paro 7 es llamada una sucesion localizadora.

Los siguientes resultados relacionados con las martingalas locales son vitales para las

técnicas que utilizaremos en el capitulo 3.

Lema 2.2.6. St M es una martingala local, y T un tiempo de paro, entonces el proceso

parado Y = M, ,. es una martingala local.

Lema 2.2.7 (Las martingalas locales acotadas son martingalas). Si M es una martingala
local continua y C' una constante tal que |M| < C para todo t = 0, entonces M es una

martingala.

Finalmente, a continuacién se enuncia la condicién de cota que debe cumplir la suce-

sion localizadora de una martingala continua.
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Lema 2.2.8 (Sucesion localizadora para martingalas continuas). Sea M wuna martingala

continua. Entonces, una sucesion localizadora para M es la siguiente:

T, = inf{t : |M;| > n}.

2.3. El movimiento browniano como proceso de Markov

La idea de un proceso de Markov es la siguiente: es un proceso para el cual la pro-
babilidad condicional de su desarrollo futuro sé6lo depende de su estado actual, para cada
momento de tiempo que consideremos. Para formalizar esta discusion, daremos especificidad
a esta idea por medio de la siguiente definicién y sus consecuencias.

A continuacién veremos que la familia de medidas de probabilidad de transicion que
corresponden al movimiento browniano unidimensional que empieza en x € R, tiene la pro-
piedad de Markov tanto cuando condicionamos a partir de un tiempo ¢ usual, como cuando
condicionamos con un tiempo de paro 7. En palabras de Taira [40], “...los procesos de Mar-
kov son una abstraccion de la idea del movimiento browniano.”. Nuestra exposicion se puede
complementar con las siguientes referencias: 'Brownian Motion’ de Peres y Morters ([32]).
Véase también [31].

Definicion 2.3.1 (Proceso de Markov). Sea (€2, F,P) un espacio de probabilidad y s = ¢t > 0.
Un proceso estocastico X = (X;)i=0, con X; : © — R? con filtracion natural ¥ = o(X, :
u < t), cumple la propiedad de Markov si para cada A € B(RY):

P(X, € A|F,) = P(X, € Alo(X,)). (2.4)

Para un proceso X que cumpla la propiedad de Markov, para cada A en B(R), la
probabilidad condicional respecto a JF; es una variable o(X;)-medible, y puesto que P(X €
Alo(Xy)) es o(X;)-medible, existe una funcion b : R — R tal que P(X; € Alo(X:)) = h(Xy).

Dicha funcién depende tanto de A como ¢ y s, por lo cual la denotaremos P, s(z, A),
es decir:

P(X, € Alo(X,)) = Poy(Xi, A). (2.5)

Esto motiva la siguiente definicion.

Definicion 2.3.2 (Kernel o probabilidad de transicion). Un kernel o probabilidad de transi-
cion en (R, B(R)) es una funcion P : R x B(R) — [0, 1] que cumple lo siguiente

1. para cada x € R, el mapeo A — P(x, A) es una medida de probabilidad en (R, B(R)).

Cuando integramos una funciéon f respecto a esta medida, escribimos:

Lp(w,dy)f(y)-
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2. para cada A € B(R), el mapeo z — P(z, A) es B(R)/B([0, 1])-medible.

Definicién 2.3.3. Una familia de probabilidades de transiciéon P, es llamada homogénea
si para s > t cualesquiera:
Pt,s = PO,sft-

En dicho caso denotaremos por P; a Py; y trabajaremos con la coleccion (P;)io. De aqui en

adelante s6lo consideramos familias de este tipo.

Teorema 2.3.4 (Ecuacion de Chapman-Kolmogorov). Sea (P;) la familia de probabilidades
de transicion de un proceso de Markov. Para todo A € B(R), x € R y t,s > 0, dicha familia
satisface la siguiente ecuacion:

Py, A) = j Py(x,dy) P(y. A), (2.6)

conocida como la Ecuacion de Chapman-Kolmogorov .

Proposicion 2.3.5. St X es un proceso de Mdrkov, su familia de probabilidades de transicion
cumple la propiedad de semigrupo. Es decir, para Py definido como el operador identidad,

tenemos
Pt+s = PtPs = Psf)t (27)

A una familia de operadores que cumpla esta propiedad para f € &, se le conoce como
semigrupo de operadores para dicho conjunto de funciones.

Demostracion. Para verificarlo, veamos cémo acttia sobre funciones indicadoras.

PertlA(J?) = JE 1A(y)Ps+t(x7 dy)

= s+t(x7 A)
=P (X5 € A| X = x)
= Pt+s(xa A)
- | P APG.d)
R
= P,P,(z,A)
= PSPtlA(ZE)
El resultado para f medible se sigue por los teoremas de convergencia. O]

La familia de probabilidades de transicion del movimiento browniano se identificara

con su distribucion de la siguiente manera:

Pz, A) :=p(t,z, A). (2.8)
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Con esto podemos enunciar la definiciéon de la propiedad de Markov en términos de

su funcion de transicion.

Definicion 2.3.6 (Propiedad de Markov). Sea (€2, F, (F:),P) un espacio de probabilidad
filtrado. Un proceso X, adaptado a la filtracion (F;), satisface la propiedad de Markov
respecto a dicha filtracion, y con funcion de transicion (), si para cualesquiera t, s > 0:

E(f(Xt+s>|]:t) = Psf(Xt)y (29)

para cualquier f medible y no negativa.

Observacion 2.3.7. Bajo las condiciones que hemos establecido, el semigrupo de operadores
es la esperanza condicional de la variable aleatoria X; dado que X, = x. Entonces, la
propiedad de Markov y la definicién del kernel de transicién implica las siguientes ecuaciones:

las cuales son tutiles para aplicar dicha propiedad en conjuncién con la ecuaciéon 2.7.

Dada la definiciéon anterior, un proceso tiene la propiedad fuerte de Markov si
podemos generalizar la propiedad de Markov de tiempos ¢ fijos, a tiempos de paro 7. No
siempre sucede que un proceso que cumpla la propiedad débil de Markov cumpla también la
propiedad fuerte.

Teorema 2.3.8 (Propiedad de Markov del movimiento browniano). Sea (W;);=0 un movi-
miento browniano con Wy = x. Para cada t = 0 fijo, (Wi, — Wy)rs0 €s un movimiento
browniano iniciado en cero, independiente de F;. Por tanto, para s >t y A € B(R),

P*(Woe A|F) = Poy(Wi, A) = SOy (2.10)

£/ 27m(s —t) J
Demostracion. Esta propiedad es consecuencia directa de que (W;)i>¢ tenga incrementos

independientes y estacionarios. n

Teorema 2.3.9 (Propiedad fuerte de Markov del movimiento browniano). Sea 7 un tiempo
de paro finito casi sequramente. Entonces, el proceso Wy, —W. es un movimiento browniano
y es independiente de JF.

Demostracion. La demostracion depende del resultado que establece que los tiempos de paro

continuos pueden ser aproximados por tiempos de paro discretos. Véase [23]. O
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Observacion 2.3.10. El movimiento browniano tiene el siguiente semigrupo de operadores

de transicion, llamado el semigrupo browniano u operador de Green:

1 —(y—x)?

Pi(x) = f e

Esto se sigue directamente de la definiciéon anterior.

Ademaés, haciendo el cambio de variable z = %, dz = fl/—yi lo podemos expresar en

términos de una integral gaussiana mas conveniente.

-
Pif(z) = | pelx,y)f(y)dy (2.11)
Jr
[ 1 —w-o?
= e 7 fy)dy (2.12)
JR 27t
R
= | ——e7 flz+Vitz)dz. (2.13)
Jr V2T
Si usamos ¢(z) = %67722, nos queda la expresion compacta:
Puf(@) = | f+ ViR)o()de (214)
R

2.4. Generador Infinitesimal de un proceso estocastico

El generador infinitesimal de un proceso estocastico nos proporciona una descripcion
de la dinamica instantédnea que tiene el proceso, conforme transita de un punto a otro de su
espacio de estados. Dicho generador es, en el caso que es pertinente para nuestro estudio, un
operador diferencial de segundo orden. Las principales fuentes para los resultados enunciados
en esta seccion es [29] cap.7, asi como [16] Cap 6, sec.2.

Definicion 2.4.1. El generador infinitesimal L de un proceso estocastico X se define

(Lf)(z) := lim E“[f(Xt)] - f(@

t—0 t

Ccomao:

(2.15)

El conjunto de funciones f : R — R para las cuales este limite existe en x se denomina Dy, (),
y Dy, denota el conjunto de funciones para las cuales este limite existe para todo z € R.

Observacion 2.4.2. Notemos que puesto que E*[f(X;)] = P.f(z), la definicién anterior
puede reescribirse en términos del kernel de transicion:

(Lf)(x) := lim M

t—0 t

(2.16)
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Como menciona [30], para f € Dr(z), el generador L nos da el comportamiento
infinitesimal de f(Xy) = f(x), de manera similar a como lo hace la derivada en 0 de una
funciéon diferenciable. El siguiente resultado que citamos de esa fuente clarifica esta idea.

Corolario 2.4.3. Sea X una difusion con generador L y funcion de transicion P;. Entonces,

0
L= lioPs

Demostracion.

Lf(z) = lim E*[f(X) — f(X))] _ . Fif(@) — Bof(x) _ IPf(2) o

t—0 t t10 t ot

O

El generador cumple ademés la siguiente relaciéon con la funcién de transicion P, como
se describe en el resultado que se cita a continuaciéon. La demostracion puede consultarse en
[16], seccion 6.2, proposicion. 6.10

Lema 2.4.4. Sea (P,) un semigrupo fuertemente continuo en un espacio de Banach, y sea
L su generador, con el limite definido en la norma de ese espacio. Para f € Dy y s > 0,
P,f € Dy y L(Psf) = Ps(Lf). La existencia de un limite sélo puntual no basta para esta
afirmacion.

Existen distintas formas de demostrar la forma explicita del generador infinitesimal
del movimiento browniano. A continuacién vamos a mostrar que la familia de probabilidades
de transicion del movimiento browniano satisface la ecuacion del calor de la fisica, de lo cual
se deduce la expresion del generador infinitesimal.

La ecuacién del calor, también llamada la ecuacién de difusion, es usada en muchos
modelos que describen la evolucién, a través del tiempo, de la densidad de una cantidad
fisica, ya sea el calor, o la densidad de una sustancia.

Lema 2.4.5 (Solucién Fundamental de la ecuacion de calor). Sea la funcion

1 )?
G(t,x) = \/Tmfe_g; :

Dicha funcion satisface la ecuacion del calor de la fisica

G 12
ot 2 0x2

y se le conoce como la solucion fundamental de tal ecuacion.
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Demostracion. Podemos demostrarla directamente tomando derivadas y comparando:
oG 0 1 —x?
ot~ dtvant P\ 2
—a? 1 x? 1Y
P2 ) vam 22~ 2

oG

—x2 1 —=z
— =exp | — —.
or O\ "ot ) ont ¢

0*G —x? 1 |
Tz O (2_t) N (t_ B z) - (2.18)

La comparacion de estas ecuaciones nos conduce a la ecuacion del calor:

(2.17)

oG 10°G

]

Con este resultado podemos deducir la forma del generador infinitesimal del movi-

miento browniano.

Proposicion 2.4.6. Sea f € C%. El generador infinitesimal del movimiento browniano tiene
la siguiente forma:

1. _10°f
27 2022

Demostracion. Esto es consecuencia del lema anterior al observar que G(¢, x) es la densidad

Lf =

gaussiana del movimiento browniano, asi como del corolario 2.4.3. De ello ademaés se sigue
que C% < Dy. O

La solucion fundamental G(t,z) de la ecuacion del calor tiene algunas propiedades
que vale la pena destacar. Para x € R", dicha funcién tiene una simetria radial respecto del
origen, lo que simplifica su deduccién en el caso méas general.

Se sabe también que la solucion fundamental de la ecuacion del calor satisface el
siguiente problema de valores iniciales:

2G-1IAG=0 enR x(0,0)

ot 2

G =dpen R x {t =0}

donde ¢y es la medida de Dirac que le da una masa unitaria al 0.
Esto significa que conforme ¢ se va a 0, las soluciones convergen a la distribucion delta
de Dirac que concentra toda la masa de la sustancia en un solo punto en el instante £ = 0.
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Solucion Fundamental de la Ecuacion de Calor
para distintos valores de t

g | — t=0.001
—— t=0.005
o _ t=0.01
m —
(D —
<t —
] J M
D —
| I i I |
-04 -0.2 0.0 0.2 0.4

La demostracion de este fenémeno, asi como otras propiedades interesantes de la
ecuacion del calor desde el punto de vista de la teorfa de las ecuaciones diferenciales parciales,
se pueden consultar en [13], cap. 2 sec 2.3.

Podemos también demostrar que la familia de probabilidades de transicién del mo-
vimiento browniano satisface la ecuacion del calor, por medio del analisis de la integral

gaussiana en si.
Proposicion 2.4.7. Sea f € C%(R) y definamos la funcion:

1 _ (y—=)2

e 2 dy,
\ 2t J

entonces u(t, x) satisface la ecuacion del calor de la fisica:

alt,2) = (P)f(x) = f 0

ou 170%u

ot 2012
con la condicion de valores a la frontera siguiente:
u(t,z) — f(x) siempre que t — 0
Demostracion. Para ver este hecho, definamos u(t,z) = E(f(W[)).

Aplicando los cambios de variable que habiamos establecido:

1 2|2

e 2 dz
V2T

u(t, x) szf(erZ\/g)
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Ahora, para cierto x fijoy t > 0

w_ Lo [ = L pw Vi Re) — flo Vi)

— = ——1im ex flz z x z))dz
ot A/ 2m h—0 P 2 h

Por el teorema del valor medio, para una h arbitrariamente pequena, existe una c € [t,t + h]

tal que

R+ VITRE) = o+ VE) = 2o+ ve2)

Dado que f(z + +/sz) es suave, entonces es acotada para todo s € [t,t + h|. Por otra parte,
puesto que t > 0, ﬁ? es acotada en el mismo intervalo.
Ahora, definamos

zﬁ "( + +/s2)

Para h arbitrariamente pequena tenemos entonces que

g(z,z) == sup
se(t,t+h)

<

o ()t

exp (_—ZQ) %(f(x AVt + h2) — fz +Vt2))

2
exp (%2) 9(z, z)

es claramente integrable, asi que usandola como funcién dominante podemos aplicar el Teo-

donde resulta que

rema de Convergencia Dominada y calcular las derivadas, como hicimos en el lema anterior.
ou 0 1 (x —y)?
3t " f ot omt T ( o)Wy
—(z-y?®\ 1 ((@—y?* 1Y) -
= ——|d
LD f(y) exp ( 2t Vomt \ 222 2t ) Y

De manera anéloga lo podemos aplicar respecto a la variable x. Diferenciando dos

(2.20)

veces respecto a x obtenemos

a—z = fooo f(y) exp (_(xQZ y)2> \/;—m _(xt_ y)dy‘
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La comparacion de estas ecuaciones nos conduce a la ecuacion del calor:

ou 10%u

— = ——. 2.22

ot 20x? ( )
Para comprobar la condicién a la frontera, procedemos recordando los cambios de

variable que habiamos establecido:

1 Bk

T2 dz.
me z

u(t,z) = fRf(x + 24/t)

Entonces, al hacer tender ¢ a 0, tenemos que

1 Bk
2

me_idz = f(l'),

u(0,7) - f f(x)

> 2
puesto que e~ dz = \2m. O

Partiendo del ultimo resultado de la secciéon anterior, puesto que u(t, x) asi definida

cumple la ecuacion de calor, tomemos su transformada de Laplace!:

Q0

ga(x) =f e Mu(t, z)dt,
0

y calculando las derivadas de esta transformada, es posible demostrar que se satisface la

siguiente identidad:
1
Aga(z) — 591(1’) = f(z).

Esto nos dice que podemos encontrar soluciones (con unicidad) en la clase de funciones
acotadas.?

2.5. Fundamentos de Calculo Estocastico y Ecuaciones

Diferenciales Estocasticas

La integracion estocastica es una de las herramientas mas modernas de la teoria de
la probabilidad, la cual nos permite extender el concepto de integral a procesos estocésticos
y funciones de los mismos. Una de sus principales motivaciones es la soluciéon de ecuaciones
diferenciales estocasticas, que son una manera de generalizar las ecuaciones diferenciales

ordinarias. La idea bésica es la siguiente: si tenemos un modelo matemaético de un fenémeno,

"Para A > 0, |u(t, z)| < | f]o implica §; e *|u(t, z)|dt < | f]lo/A < 0.
2Para ser precisos, esta es una condicién de suficiencia determinada por la relaciéon algebraica de las
derivadas de la transformada de Laplace de una funciéon continua. Véase el teorema 5.42b en [35]
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expresado como una ecuacion diferencial ordinaria de la forma

dy
— =b(y(t
L by (1),
es posible imaginarse que tenemos un factor de ‘ruido” o perturbaciones aleatorias, que
influyen en la variacion del sistema. Esto significa que, vista en forma de diferenciales, a la

variacion determinista
dy = b(y(?))dt,

se le sumarfa un término de la forma o(y(t))dW;, donde o es una funciéon (o, en el caso
més simple, una constante) que determina la magnitud del ruido, el cual se modela como un

movimiento browniano W;. Esto nos da la forma de una ecuacién diferencial estocéstica:
dy = b(y(t))dt + o (y(t))dWs,

la cual, a su vez, se expresa en forma integral de la siguiente manera, utilizando el movimiento

browniano como integrador del componente estocastico de la dinamica del fenémeno:

t t

Mmm%+JUW@MW;

0

vty = w+ |
0
La teoria del céalculo estocastico, iniciada por Kiyoshi Itd en 1942 y continuada después por
muchos otros probabilistas a lo largo del siglo XX, permite clarificar el significado preciso de
esta ecuacion, y mas aun; en su forma mas desarrollada, proporciona una manera de lidiar
con integrales en las cuales tanto el integrando como el integrador son procesos estocasticos.
Por ejemplo, dicha teoria clarifica qué clase de objetos podemos representar simbolicamente
por medio de la siguiente integral:

f: FW)dW,.

Es importante enfatizar que debido a que el mapeo t — W; no es de variaciéon acotada,
esta integral no se puede interpretar como una forma de integral de Lebesgue-Stieltjes, y
su construccion exige de cierto cuidado técnico, definiéndose en primer lugar para una clase
bastante restringida de martingalas continuas, y extendiéndose, por medio de un proceso de
aproximacion, a una clase més amplia de procesos estocasticos.

Para efectos de este trabajo utilizaremos las propiedades de la integral estocastica de
procesos que estén en L% 5, la cual se construye como una extension de la integral de It6
de procesos medibles en H? por medio del procedimiento de localizacion.

Una introduccion a estas ideas se puede consultar en [33] cap.9 , mientras que los
detalles mas finos de la teoria de las integrales estocasticas de It6 [29], cap. 4 y 8, 9] cap.1,
[41] cap. 6 sec. 3.

A continuacion enunciamos las propiedades de la integral estocéstica, asumiendo como
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dada la construccion detallada antes mencionada.

Teorema 2.5.1 (Propiedades de la Integral Estocastica de 1t6). Sea X € L2,, y W un
movimiento browniano. La integral estocdstica de X respecto a W se escribe de la siguiente

manera:

L(X) = L t X, dW,, (2.23)

donde I; es un mapeo I, : L2, — LY(P). Aqui L°(P) denota las variables aleatorias finitas
casi sequramente; la pertenencia a L*(P) queda garantizada cuando X € H?. En general,
decimos que un proceso X es Ito-integrable si I;(X) estd bien definido y cumple las siguientes
propiedades:

1. I, : L2 50— L%(P) es lineal, es decir, para ¢ una constante y X, Ys € L2 5:

¢ ¢ t
J (X + Yy)dW, = cf X dWs + f Y dWi.
0 0 0

2. 81 X € H?, entonces E[I,(X)] = 0.

3. Si X € H? se cumple la isometria de Ito:

E[ ] <[ o]

4. Si X € H?, I,(X) es una (F;)-martingala, es decir

t
f X, dWW,
0

t s
E U Xuqu|fs] :J X, dW,,.
0 0

Respecto al inciso 4, cabe destacar que en general, las integrales de 1td para procesos

en L3, son martingalas locales, como se enuncia a continuacion.

Teorema 2.5.2 (Las integrales de It6 son martingalas locales). Para cualquier X € L2 5
existe una martingala local continua M tal que

P [Mt(w) = LtX(w,s)dWS] = 1.

Ademas, la sucesion localizadora necesaria es aquella dada por:

t
To(w) = inf{t =>0: J X?(w,s)ds = n} A .
0
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Como consecuencia de la propiedad de martingala local de la integral de Ito, resulta
entonces que la integral de Itd esta bien definida con respecto de una sucesiéon localizadora
de tiempos de paro 7:

tAT
Lo (X) — f X, dWW,. (2.24)
0

Para cada tiempo 7, de la sucesion anterior, la integral detenida es una martingala cuadrado-
integrable. Para un tiempo de paro arbitrario sb6lo se garantiza, en general, que sea una
martingala local.

Avanzando con la teoria de Itd, se define, a partir de la integral estocastica respecto
del movimiento browniano, un proceso especial con una condicién inicial Xy = x, el cual es

de la forma

t t

u(s,w)ds + J v(s,w)dWs,
0

Xpw) =+ |

0
visto como una integral de los procesos u, v con limite de integracion ¢t y para cada w € €.
Esta integral es la idea detras de la siguiente definicion.

Definicién 2.5.3 (Proceso de It6). Un proceso de Itd es un proceso X = X[ en el espacio
(Q, F,P) que satisfaga la siguiente ecuacion integral

t t

u(s,w)ds + f v(s,w)dWs,
0

Xiw) =a+ |

0

cuyos coeficientes cumplen la condicién de integrabilidad u € Lroc v v € L2, es decir,

-
P |u(t,w)|dt < oo] =1,
| JO
y
-
P|| At w)dt < oo] = 1.
LJO

En forma diferencial, este proceso se describe por la siguiente ecuacion diferencial estocastica
dX; = udt + vdW,.

A continuaciéon enunciamos la Formula de Ito , la cual muestra que los procesos de

It6 son estables bajo transformaciones suaves.

Teorema 2.5.4 (Formula de 1td). Sea X; un proceso de Ité de la forma

dX; = udt + vdW,.
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Sea g(t,x) € C%*([0,0) x R). Entonces, Y = g(t, X) cumple la siguiente identidad

og og 1 02
v = e, Xt + D0 X, + g x0) - (0, (229

donde (dX;)?* = (dX;) - (dX;) se calcula conforme a las reglas de Ité-McKean:
dt -dt =dt-dWy =dW,-dt =0 dW,-dW, = dt.

Estas reglas representan identidades de covariacion cuadratica: [W]; = ¢, [t, W], =0y
[t]: = 0. Un proceso continuo de variacion finita tiene variacion cuadrética nula y covariacion
nula con las martingalas continuas. Por ello, si dX; = b, dt + o, dW,, entonces d[ X ], = atZ dt.
El término de segundo orden de la formula de 1t6 proviene de esta variacion cuadratica; las
reglas anteriores no son productos de diferenciales ordinarios.

La Formula de It6 nos permite resolver ecuaciones diferenciales estocasticas, cuya
teoria se extiende a aquellas cuyos coeficientes sean funciones del tiempo ¢ y el estado del
proceso Xy, las cuales son de la forma

dXt = b(t, Xt)dt + U(t, Xt)th (226)

A continuaciéon definimos el significado de los distintas nociones de existencia y unici-
dad para las soluciones de una ecuacion diferencial estocastica de la forma (2.26).

Definicién 2.5.5. Para la ecuacion (2.26), se dice que tiene

1. Una solucién con existencia en un sentido débil, si para cada x € R existe un proceso

de It6 X que la satisfaga.

2. Una solucion con existencia débil y unicidad débil si ademas, para cada x € R, todas

las soluciones tienen la misma ley.

3. Una soluciéon con unicidad de trayectorias si, para un espacio de probabilidad fijo
(Q, F,(F),P) y un mismo movimiento browniano W definido con respecto a (F),
cualesquiera dos soluciones X, Y que cumplan X, = Yj son indistinguibles.

4. Una solucion fuerte si X es adaptado con respecto a la filtraciéon browniana estdndar

de W.

El siguiente resultado es clasico y nos da las condiciones usuales bajo las cuales se
tiene la existencia y unicidad en trayectoria de las soluciones de las ecuaciones diferenciales

estocéasticas.

Teorema 2.5.6 (Teorema de existencia y unicidad para Ecuaciones Diferenciales Estocasti-
cas). Sea T'> 0 y b(-,-) : [0,T] x R — R, o(-,+) : [0,T] x R — R funciones medibles que
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satisfacen la condicion de crecimiento lineal:
b(t, )| + |o(t,z)] < C(1 + |z]); zeR,te(0,T], (2.27)
para cierta constante C', asi como la condicion de Lipschitz
|b(t,x) — b(t,y)| + |o(t,x) —o(t,y)| < D|z —y|; zeRte[0,T], (2.28)

para cierta constante D. Sea Z una variable aleatoria que es independiente de la sigma-
dlgebra FY = o(Ws(),s = 0) tal que

E[|Z[*] < co.
Entonces, la ecuacion diferencial estocdstica
dX; =b(t, Xy)dt + o(t, X)dWy; 0<t<T,Xy=12, (2.29)

tiene una solucion fuerte unica (salvo indistinguibilidad), continua respecto a t, X;(w), con
la propiedad de que X(w) es adaptado a la filtracion FZ generada por Z y (Wy(-),s <t) y

T
E U ]Xt\th] < (2.30)
0
Corolario 2.5.7. Bajo las hipotesis del teorema anterior, si ademds
E[|Z|*] < o

?

para algin r = 1, entonces tenemos, para cada T > 0, las siguientes desigualdades

E[ sup |X{|*"] < K(1 +E[|Z]*])eXT (2.31)
o<t<T
E[ sup |X, — Z*] < KT"(1 + E[|Z]*]), (2.32)
o<t<T

donde K, K dependen de T, de r y de las constantes de las hipdtesis sobre los coeficientes,
pero no de Z.

Al igual que las ecuaciones diferenciales ordinarias, existen algunas ecuaciones dife-
renciales estocasticas de importancia particular, que tienen soluciones cuyas distribuciones
se pueden expresar en términos de formulas cerradas. El ejemplo que aqui vamos a presentar
es el movimiento browniano geométrico, el cual es uno de los modelos més recurridos en

muchas aplicaciones.
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Ejemplo 2.5.8 (Movimiento Browniano Geométrico). Sea la ecuacion diferencial estocéstica
con valores en R

dX, = bX,dt + 0 X;dW, (2.33)
XO =X € R. (234)

Vamos a resolverla por medio de la formula de It6. Primero notemos que podemos reescribir
la ecuacion de la siguiente forma:

dX
Tf = bdt + odW,.

Asumiendo la condiciéon de que X sea positivo, en forma integral, esto se ve asi:

bdX,
0 XS

El lado izquierdo nos recuerda entonces la derivada del logaritmo. Vamos a proponer

g(t,x) = In(x) para x > 0 y a esta funcion le aplicamos la formula de Ito:

1 1 1
d(lnXt) = ZdXt + 5(—F>(dXt)2
t

dX, 1 o,
- X2t

X, 2x27

ax, 1,
= Tt - 50’ dt,

puesto que aplicando las reglas de It6-McKean a dX tenemos que (dX)? = 02X?2dt. Dado lo
anterior despejamos para dX;/X;,

dX 1
7: =d(In X;) + 502dt,
y sustituyéndolo en la forma integral de la ecuacion diferencial estocastica, obtenemos lo
siguiente:
¢ 1
j [d(lnXS) + 502d3] = bt + oW,
0
1
InX, —In X, + 50225 = bt + o W4,
es decir,
X 1
In YZ — (b— 502)1t + oW,
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Trayectoria de un movimiento browniano geométrico

©

¥ =

o

~

o T | | | | |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.2: Simulaciéon por computadora de una trayectoria de un movimiento browniano
geométrico que inicia en Xy =1

y finalmente encontramos el proceso X que resuelve la ecuacion diferencial estocéastica pro-
puesta:

1
X; = Xoexp((b— 502)25 + oWy). (2.35)

Una aplicacion directa de la formula de It6 nos proporciona una representacion ttil
de la esperanza de una funciéon cuyo argumento es la soluciéon de una ecuacion diferencial
estocastica.

Lema 2.5.9. Sea Y = Y,* la solucion de una ecuacion diferencial estocdstica en R de la

forma

t t

b(s,w)ds + J o(s,w)dWs,
0

Vo) = o+ |

0
donde W es un movimiento browniano. Sean f € C%(R), y sea T un tiempo de paro respecto
a la filtracion Fy, cuya esperanza sea finita: B (1) < c0. Asumiremos que b y o sean acotados
en el conjunto de (t,w) tales que Y (t,w) pertenece al soporte de f. Entonces

f T of 1 0% f

) (b(s,w)%(Ys) + QUQ(S,W)@(Y;))dS] :

B L] - f(o) + 5

2.6. Difusiones de It6

En el presente trabajo, vamos a definir los procesos de difusion de 1t6 como procesos

de It6 que resuelven una clase de ecuaciones diferenciales estocasticas, cuyos coeficientes
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satisfacen ciertas condiciones de crecimiento mas restringidas. Por lo tanto, no todos los
procesos de Ito son difusiones.

En ese sentido nos concentraremos en analizar el caso de difusiones en R con coefi-
cientes homogéneos respecto al tiempo, como se define a continuacion. Esta seccion se basa
en resultados obtenidos en el libro [29] cap. 7 sec. 1-4 y cap. 8 sec. 1.

Cabe senalar que la definicién precisa de un proceso de difusion difiere en la literatu-
ra. Algunos autores los definen como procesos de Markov que cumplen ciertas propiedades
particulares y plantean la definicién a partir de la relaciéon que existe entre su familia de
kernels de probabilidad de transicion y el generador infinitesimal. Véase, por ejemplo [16],
cap. 6.

Definicién 2.6.1. Una difusion de It6 (homogénea respecto al tiempo) es un proceso es-
tocastico X = Xy(w) = X(t,w) : [0,0) x Q — R que satisface una ecuacion diferencial
estocastica de la forma:

donde Xy = z,t = 0, W = (W});>0 es un movimiento brownianoy b: R — R 0 : R — R
satisfacen la siguiente condicion de continuidad de Lipschitz:

[b(z) = b(y)| + |o(z) —a(y)] < D]z —yl, (2.37)

para z,y € R y cierta constante D.

A partir del siguiente teorema, cuya demostracion se sigue del lema de representacion
de la esperanza al final de la seccion anterior, haciendo 7 = t, y de la definicién del generador
infinitesimal L, podemos enunciar la formula explicita del generador L de una difusion de Ito6.
Ademas, el generador se encuentra representado explicitamente en la formula de It6 aplicada
a una difusion X.

Teorema 2.6.2 (Generador infinitesimal de la difusion de 1td). Sea X una difusion de Ito
que cumpla la siguiente ecuacion diferencial estocdstica

Si f e C%(R) entonces f € Dr y
Lf(x) =b(x)==+ -o(x)" ==. (2.39)

Ademds, para cualquier f € C?:

7o) = 1) + [ U (X)o(X)dW, + f LF(X,)ds, (2.40)

0 0%



2. Fundamentos teéricos 33

donde \
f g(Xs)a(Xs)dWS, (2.41)

0 Ox

es una martingala local.

Si combinamos los dos resultados anteriores tenemos la siguiente féormula, que resul-
tard de gran utilidad después.

Teorema 2.6.3 (Formula de Dynkin). Sea f € C%(R), y supongamos T es un tiempo de
paro, E[T] < 0. Entonces

EX(/(X0)) = f(o) + (| LA(X)ds) (2.42)
0
Teorema 2.6.4 (Propiedad fuerte de Markov para difusiones). Sea f € B(R™),, y T un tiem-
po de paro respecto de la filtracion .E(m) que cumpla que T < O casi sequramente. Entonces

E*(f (Xran)|F™) = EX[£(Xa)], (2.43)

para todo h = 0.

De la propiedad fuerte de Markov se sigue que también cumplen la propiedad débil de
Markov.

Las demostraciones de estas propiedades se pueden consultar en [29], pp. 109-113.
Finalmente, citamos este importante resultado que nos dice que las funciones de

transicion satisfacen las ecuaciones hacia atras y hacia adelante de Kolmogorov.

Teorema 2.6.5 (Ecuaciones hacia atras y hacia adelante de Kolmogorov). Sea f € C%, y
definamos

ult, @) = E°LF(X)] = Pof (o). (2.44)

Entonces, u(t,-) € D y se satisface la siguiente ecuacion, conocida como ecuacion hacia
atrdas de Kolmogorov:

%Ptf(x) = LPf(z) t>0,zeR, (2.45)
es decir
ou
E:Lu t>0,zeR, (2.46)

con la condicion inicial u(0,x) = f(x)

Aqui interpretamos que el operador diferencial L se aplica a la funcion x — u(t, ).
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Por otra parte, también se satisface la siguiente identidad del semigrupo sobre funcio-

nes:

%Ptf(a:) = PLf(x) t>0,z€R, (2.47)

es decir ou
— E[LF(X)]. (2.48)

i
Cuando la ley del proceso admite una densidad p con la regularidad necesaria, su
evolucion esta descrita por el adjunto del generador:

1
Op = L*p = —0,(bp) + 583;(02[))-

Esta es la ecuacion hacia adelante de Kolmogorov o de Fokker—Planck; se obtiene por duali-
dad e integracion por partes con las condiciones de frontera pertinentes.

Enunciaremos la version del teorema de Girsanov para difusiones de It

Teorema 2.6.6 (Girsanov). Sean X = X! una difusion de Ité de la forma
dX; = b(Xy)dt + o(X)dWy; t<T, Xo=ux, (2.49)
yY =Y un proceso que sea solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocdstica,
dY; = [y(t,w) + b(Yy)]|dt + o(Yy)dWy; t<T,Yy =z, (2.50)

donde las funciones b : R — R? y o : RY — R¥™ satisfacen la condicion de Lipschitz de
las difusiones de Ito, con ~y(t,w) Ito-integrable y v € R Supongamos que existe un proceso
Ité-integrable u(t,w), de tal manera que

o(Yyu(t,w) = ~v(t,w).

Sea entonces

t
Ly J u(s, w)d W, (2.51)
0

y supongamos que se cumple la condicion de Novikov

E [exp @ LT |u(s,w)|2ds)] < . (2.52)

Definamos entonces el proceso

t 1 t
D; = exp (—J u(s, w)dW; — QJ |u(s,w)|2d8) ,
0

0
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y definamos la medida Q en (Q,]—"}m)> a través de la derivada de Radon-Nikodym

dQ(w) = Dp(w)dP(w)  en F™. (2.53)

Entonces, el proceso

t
W, = f u(s,w)ds + Wy, t < T, (2.54)
0
es un movimiento browniano respecto a Q, y'Y tiene por lo tanto la siguiente representacion

en términos del proceso W :
dY, = b(Y;)dt + o (Y,)dW (t), (2.55)

y ademdas, la Q-ley del proceso Y* es la misma que la P-ley del proceso X*, parat < T, es
decir,

Ee[f1(Xtr) - fe(Xi)] = Eglf1(Ye) - - (Ve (2.56)

para toda coleccion de fi,. .., fr € Cx(R?).

La demostracion de este importante resultado puede consultarse en [29], pp.155-158.

Una aplicacion tipica del teorema de Girsanov es la obtencién de soluciones con exis-
tencia débil para ecuaciones diferenciales estocasticas, utilizando una transformacion de me-
dida para encontrar la solucién a partir de otra ecuacion diferencial estocastica que resulte
mas conveniente.

El ejemplo canoénico de este proceso es el procedimiento de “cambio de tendencia” de

una ecuacion diferencial estocastica, el cual explicamos a continuacion.

Ejemplo 2.6.7 (Cambio de tendencia de una ecuacion diferencial estocéastica). Sea Y; una
solucién conocida, en un sentido fuerte, de la siguiente ecuaciéon diferencial estocastica

dYy = b(Yy)dt + o (Yy)dW, (2.57)

donde b y o son como en el teorema 2.6.6. Buscamos una solucién X;, con existencia en el
sentido débil, de una ecuaciéon de la forma

dXt = a(Xt)dt + U(Xt)th, (258)

donde el coeficiente de tendencia es una funcién a : R — R. Supongamos que tenemos una

funcion ug : R — R tal que cumpla

o(y)uo(y) = b(y) —aly) VyeR. (2.59)

Entonces, si u(t,w) = uy(Y;(w)) satisface la condicion de Novikov, tenemos Q y W como en
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el teorema 2.6.6, con lo cual se satisface la ecuacion
dY; = a(Y)dt + o(Y,)dW,. (2.60)

Asi, hemos encontrado un movimiento browniano W con respecto a una medida Q, el cual
nos permite calcular la solucion X de la ecuaciéon (2.58), a partir de la solucion Y de la
ecuacion conocida (2.57).



Capitulo 3

Foérmulas de Feynman-Kac

3.1. Proceso de Feynman-Kac

Como notamos en la introduccion, el problema de valores a la frontera que tiene una
representacion de Feynman-Kac, corresponde a una ecuacion de difusion modificada.

Cuando la ecuacion de difusion es de la forma u; = (L — k)u, donde L es el generador
infinitesimal de una difusion de Ito y & : R — R™, tenemos un caso especial de lo que se conoce
como una difusién exponencialmente matada. Nuestra exposicion se basa principalmente en
el material contenido en [11], capitulo 5, seccion 2; [29], cap. 8 sec. 2; [16], cap.6, seccion 1 y
ejercicio 6.26; [41] cap.5 sec.b5.

En dicho proceso las particulas son aniquiladas conforme a una funciéon de intensidad
de muerte k, con una distribucion de supervivencia de tipo exponencial. Consideraremos que
se trata de un proceso de difusién que toma valores en £ = R, de tal modo que (E,€) =
(R, B(R)).

Vamos a definir el proceso de difusion matado X como sigue

Definicién 3.1.1 (Proceso de Feynman-Kac). Sean t en R*, w en €, y X un proceso de

difusion de [to, que satisface la siguiente ecuacion diferencial estocéstica:
dX; = p(Xy)dt + o(Xy)dWy, (3.1)
donde p: R+— Ry o : R — R cumplen la propiedad de Lipschitz:
u(x) = p(y)| +o(x) = o(y)| < Dlz —yl,
para cierta constante D, asi como la propiedad de crecimiento lineal:
(@) + [o(2)] < C(1 + [z]); zeR,te[0,T],
para cierta constante C' > 0.

37
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Sea k : R — [0, 00) medible, con Sé k(Xs)ds < oo casi seguramente para todo ¢ < o0.

Sea T una variable aleatoria independiente del proceso X, con distribucién exponencial
estandar:

T ~ exp(1). (3.2)

Es decir, paraz > 0, P(T < x) =1—¢e ",
El proceso de difusion exponencialmente matado X, con intensidad de muerte k, al

cual llamaremos proceso de Feynman-Kac, se define como sigue:

%, — Xi(w) siT(w) > §, k(Xs(w))ds | (3.3)

T en otro caso

donde f es un punto fuera de R. Esto define un proceso X con espacio de estados R = Ru {f}.
T es llamado el estado de cementerio, puesto que en el momento en que llega a este
estado el proceso se queda alli para todo tiempo futuro.
El tiempo
(=inf{te R : X, = 1}, (3.4)

representa el instante en que X es matado y enviado al cementerio.

Con esta definicion hemos establecido que las particulas de la difusion seran “matadas”
en el tiempo de muerte (.
Se sabe (véase [11] cap. 5 sec.2) que para Fo = o(X, : u > 0)

P[¢ > t[F)] = e lok¥o)ds, (3.5)

Dado lo anterior, también se sabe, por la misma referencia, que

A

P(x,E)=1—-DP"{C < t}.

Lema 3.1.2. Sea (R, &) donde R =R U {{} y € = o(BR) U {{{}}). Sea { tal que para toda
fen ET, se defina f(T) =0.

Entonces, el proceso X tiene el siguiente kernel de transicion:
Bf(w) = B | f(X)e broa]. (3.6)

Demostracion. Recordemos que (R, E) es el espacio donde el proceso “esta vivo” y el punto f

es el cementerio. Entonces, condicionando con F2 y retomando las identidades antes citadas,
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tenemos lo siguiente

con fen & ytenRY, yxenR.

Por otra parte, X es un proceso de Markov en (R, &) y por lo mismo, (R) debe ser

un semigrupo de operadores de transicion, es decir
ps+tf = pt(Psf)a (37)

para toda f € £ y t,s > 0: Este semigrupo es llamado semigrupo de Feynman-Kac.

La verificacion de su propiedad de semigrupo se puede hacer condicionando con o (Xj)
y utilizando la propiedad de torre de la esperanza condicional. Para mas detalle, véase [41],
cap. 9, sec.5, pp.385 a 396. ]

En la interpretaciéon que corresponde a una difusién cuyas particulas son matadas,
la funcion P, f(z) = u(t,z) determinada por el semigrupo de Feynman-Kac, representa el
promedio de particulas, o trayectorias, que sobreviven al proceso de muerte.
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Xy

Figura 3.1: En el proceso de Feynman-Kac, u(t,z) es el promedio de f(X;), tomado sobre
todas las trayectorias del proceso que sobreviven a tiempo t.

Vamos a demostrar ahora que si una difusion de Ito X tiene un generador L, el
proceso de Feynman-Kac asociado a dicha difusion tiene generador L —k, el cual corresponde
a la ecuacion de difusiéon con disipaciéon, un caso particular de las ecuaciones de difusion
modificadas. La técnica de demostracion que se presenta a continuacion la utilizaremos para
demostrar otras variaciones particulares de las formulas de Feynman-Kac.

Teorema 3.1.3 (Formula de Feynman-Kac para la ecuacion de difusion con disipacion). Sea

el stguiente problema de valores iniciales

% — (L - k)u, (3.8)

con condicion inicial uw(0,x) = f(x), f € B(R)y, ke B(R)". y L tal que

o 1l

L) = n(@) 5 + So(e ok,

(3.9)
donde ;t : R+— R y o : R— R cumplen la propiedad de Lipschitz:
() = )l + lo(z) = o(y)| < D]z —yl,
para cierta constante D, asi como la propiedad de crecimiento lineal:
(@) +[o(2)] < C(1 +[z]);  zeR,te[0,T],

para cierta constante C' > 0.
Entonces, siu € CH2((0,00) xR)nC([0,0) xR) es una solucién acotada del problema
de wvalores iniciales y k(Xs) es localmente integrable en el tiempo, u admite la siguiente
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representacion

u(t,x) = Bif (w) = B | f(Xp)e Sokxs (3.10)

donde P, es la funcion de transicion de Feynman-Kac para una difusion de Ité6 X = (X;)i>o,

la cual es solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocdstica

con condicion inicial Xog = x.
A la ecuacion (3.8) se le conoce por ciertos autores (véase [36]) como la Ecuacion de
Feynman-Kac.

Demostracion. Vamos a trabajar con un proceso M = (M;)s=o que definimos como se mues-
tra a continuaciéon. Sea, para s < t, con t fijo,

]S = e~ SS k(X,n)clr7

Us = u(t — s, Xy),

con lo cual definimos
M, := U, = u(t — s, X,)e doHXndr (3.12)

Vamos a mostrar que (M) es una martingala local.
En primer lugar, aplicando la férmula de Ito a Uy, tenemos que

dU, = %(t — 5, X,)dX,
+ %%(t — 5, X,)dX, - dX, — %(z& — 5, X,)ds
_ Z_Z(t 6 X))o (X)W,
{%%(t — 5, X,)0%(X,) + Z—Z(t — 5, Xo)u(Xs) — %(t - &Xs)}ds-

Puesto que u(t, z) satisface la ecuacion diferencial parcial 3.8 por hipotesis, tenemos que

ou ou 10%u

= = nl@) =+ (@)’ 55 — ka)u(t, ). (8.13)

y sustituyendo resulta

dUs = —(t — s, Xs)o(Xs)dWs + k(X)u(t — s, Xs)ds. (3.14)
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Por otra parte, para I, tenemos
dI, = (e7 %ok (k(X,)ds) = —Lk(X,)ds, (3.15)
y aplicando la regla del producto de Ito a dM, y notando que dI, - dUs = 0, vemos que

dMs = 1,dUs + UgdI

= ]S[Z—u(t — 5, X)o(X)dWs + k(X )u(t — s, X;)ds]
x
—u(t — s, Xs)I[k(X;)ds
ou
= [S%(t — 8, Xy)o(Xs)dWs.

Puesto que términos con el diferencial ds se anulan, el ultimo renglén del anterior desarrollo
nos dice que M es, efectivamente, una integral de Ito (escrita en notacion diferencial):

dM, = aﬁék(xﬂdrg—z(t — 5, X,)o(X,)dWs.

Ademas, M es una martingala local. Por la manera en que definimos M, dado que v y f son
acotadas y k es no negativa,

sup | M| < |ulo < 0.
O<s<t

Entonces, la martingala local M es acotada, y por lo tanto una martingala.
Finalmente, como consecuencia de la propiedad de martingala, su esperanza es cons-
tante para cualquier tiempo que escojamos, asi que en particular E*(My) = E*(M;). Como

consecuencia de ello obtenemos que
E*[Mo] = u(t, z) = E*[M;] = E* [ £( Xt)g%k(Xs)ds] 7

que es exactamente lo que se buscaba. O

Vamos ahora a demostrar formulas de Feynman-Kac en las cuales la funcién & no es
necesariamente positiva. En dado caso, tales féormulas ya no tienen la interpretacion de un
proceso matado, y la funcién adicional del problema de valores a la frontera modificado sera

una funcion acotada que llamaremos .

3.2. Formulas de Feynman-Kac para ecuaciones de difu-

sion modificadas

Si bien hemos establecido un teorema de representacion para cierta clase de ecuaciones

de difusién, por medio de un proceso de difusion matado, es posible utilizar las técnicas
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del célculo estocastico para encontrar formulas similares para ecuaciones de difusiéon més
generales. El primer caso que discutiremos sera el de la ecuacion de difusién modificada.

A continuacién trabajaremos con féormulas de representacion de Feynman-Kac para
las soluciones de ecuaciones de difusion modificadas, las cuales son ecuaciones diferenciales
parabolicas que tienen la siguiente forma:

D 0,2) = 50 (0) 5o b:2) + (@) 5 (1,2) + (ol ).

Dadas ciertas condiciones de crecimiento y acotamiento para los coeficientes de la ecuacion,
las cuales se plantean a detalle en cada una de las férmulas obtenidas, vamos a describir

brevemente y a grandes rasgos el impacto de cada uno de los términos de la ecuacion.

1

El término de difusion, 102 (x) 2%

0z2
dependiendo del coeficiente de difusividad o?(z), el cual es espacialmente dependiente al ser

(t,z), representa la manera en que u(t, z) se esparce,

una funcion de z.

El término de adveccion, u(x)g—Z(t, x), representa un movimiento direccional inducido
por /i(z).

El término fuente/sumidero g(z)u(t,x) representa una tasa de crecimiento (o decai-
miento) que afecta a u(t,z), la cual es espacialmente dependiente, puesto que ¢(x) es una
funcién de z € R. Cuando ¢(z) > 0, el término g(z)u(t,z) es positivo, lo cual incrementa 2.

Esto significa que las partes del dominio de ¢(z) donde sea positiva actiian como
fuentes que aumentan la densidad u(¢, z). Reciprocamente, en aquellas partes donde ¢(z) < 0,
% disminuye y en ellas la densidad se disipa. De ahi que ¢(z) sea llamado un término de
fuente o de disipacion, dependiendo del signo que tenga ¢(z).

La solucion de la ecuacion de difusiéon se plantea en términos de un problema de

valores iniciales, en el cual se conoce el valor de la funcién en t = 0:

u(0,2) = f(x).

Dadas las condiciones sobre los coeficientes y las condiciones iniciales que enunciaremos para
cada caso particular, esta clase de problemas estéd bien planteada, es decir, tiene solucion,
dicha soluciéon es tnica y la solucion depende continuamente de la condiciéon inicial. Cabe
destacar que el problema de valores finales, es decir, donde se conoce u(T,z) = f(z), no esta
bien planteado con la ecuacion de difusion dada.

Para un problema terminal bien orientado se considera u; + Lu+qu = 0, con u(T, z) =
f(z). El cambio v(1,z) = w(T — 7,z) da

v = Lv + qu, v(0,z) = f(x).

Finalmente, incorporaremos una fuente independiente de la soluciéon. En la convencion de
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muerte k > 0, escribimos

uy = Lu — ku + g.

Su version estacionaria es el problema de Dirichlet-Poisson (L — k)u = —¢g con un dato
en la frontera. La funcién g, llamada aqui el lagrangiano, representa una fuente o un costo
acumulado a lo largo de la trayectoria.

A continuacion procederemos a demostrar la formula de Feynman-Kac que corres-
ponde a la ecuacion de difusion modificada con el termino ¢(x)u(t,x). Esto lo lograremos
profundizando el argumento proporcionado en [38], cap.15 sec.5.

Teorema 3.2.1 (Formula de Feynman-Kac para ecuaciones de difusion modificadas). Sean
q, f € B(R)y, y sea u(t,z) una solucion cldsica acotada, continua hasta el dato inicial, del
problema de valores iniciales

W(t,2) = 30°(@) o 00) + la) o (0,2) + a(w)u(ts ), (3.16)

con condicion inicial u(0,x) = f(z).

Sipu:R—Ryo:R— R cumplen la propiedad de Lipschitz:
() = )l + lo(x) —o(y)| < D]z —yl,
para cierta constante D, asi como la propiedad de crecimiento lineal:
(@) +lo(z)| < (1 +[z]);  zeR,tel0,T],
para cierta constante C' > 0 entonces u(t,x) tiene la siguiente representacion:
ult, ) = E° [ f(Xt>eféq<Xs>ds] , (3.17)
donde X = (X;) es solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocdstica
dX; = p(Xy)dt + o(Xy)dWr, (3.18)

con condicion inicial Xo = .

Demostracion. De manera similar al procedimiento utilizado con el proceso de Feynman-Kac,
vamos a trabajar con un proceso producto M = (Mj)s=0, que se define como sigue. Sean

I, = ests) ‘J(X?")dT,

Us = u(t — s, Xy),
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con lo cual definimos
M, = U, = u(t — s, X,)elo aXrdr (3.19)

Vamos a mostrar que (M) es una martingala local.
Ahora, aplicando la formula de Ito a U, tenemos que

dUs = (9_x(t — 5, X4)dX,
i %%(t s X,)dX, - dX, — %‘(t s X.)ds
= Qs K)o (X)W,
+ [%%(t — 5, X,)0%(X,) + u(Xs)g—Z(t -5, X,) — %(t — s, Xs)|ds.
Puesto que u(t, z) satisface 3.16 por hipdtesis, tenemos que
dUs = S—Z(t — 5, X5)o(Xs)dWs — q(Xs)u(t — s, X;)ds. (3.20)
Por otra parte, para I, tenemos
dI, — [efé q<Xr>d’”] (X,)ds = Lg(X,)ds, (3.21)

y aplicando la regla del producto de Ito a dM, y notando que dI, - dUs = 0, vemos que

dM;s = 1,dUs + UsdI

- Is[—gu (t— 5, X,)o(X.) AW, — q(X,)ult — s, X,)ds]
T
+ u(t — s, Xs)Iq(Xs)ds
ou
= 1L, — 5, X))o (X,)dW,.
Sax(t S, 5)0( s)d s

Puesto que los términos con el diferencial ds se cancelan, tenemos que M es una integral de
Ito:
(X, )dr OU
dM, = eloaXr) "o (=5, X))o (X )dW.
x
Por ende, M es una martingala local. Por la manera en que definimos M tenemos ademas
que

sup [ M| < [Julloe exp(tlqlle),

0<s<

y como ||ul|e < 00, ||g||c < o0 por la condiciéon de que u y ¢ sean acotadas, y en particular
son acotadas bajo la norma || = ||, resulta entonces que la martingala local M es acotada, y
por lo tanto una martingala.
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Finalmente, como consecuencia de la propiedad de martingala, su esperanza es cons-
tante para cualquier tiempo que escojamos, asi que en particular E*(My) = E*(M). Como
consecuencia de ello obtenemos que

B [Mo] = ult, ) = B7[M] = B | f(X,)elbax ]

que es exactamente lo que se buscaba. O

3.3. Formula de Feynman-Kac para la ecuacién de calor

modificada

Vamos a estudiar el caso particular de la ecuacion del calor modificada,

ou 10%u

% 292 + q(z)u(t, v),

cuya representacion de Feynman-Kac utiliza el movimiento browniano como el proceso de

difusion correspondiente. Para demostrarla, utilizaremos nuevamente la técnica de la mar-
tingala local, como se hace en [38] cap. 15 sec. 1.

Teorema 3.3.1 (Foérmula de Kac para el movimiento browniano). Sean ¢, f € B(R), Sea
u(t, x) una solucion clasica acotada, continua hasta el dato inicial, de

ou 10%u
E = 5@ + (](.I’)U(Zf7$), (322)

con la condicion a la frontera (inicial)
u(0,2) = f(x). (3.23)
Entonces, u(t,x) tiene la siguiente representacion
ult, ) = E° [ F(W3)el q<Ws>ds] , (3.24)

donde W = (W;) es un movimiento browniano.

Demostracion. Vamos a definir un proceso M de manera similar a como hemos hecho antes.

Sean
IS — egg q(WT‘)dT7

Us = u(t — s, Ws).
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Entonces,
M, = U, = u(t — s, W,)eloaWndr. (3.25)

Por la férmula de It6 aplicada a U,, y notando que satisface la ecuacion diferencial 3.22
vemos que
du(t — s, W) =u,(t — s, Wy)dWj
1
+ §um(t — 5, Wy)ds — uy(t — s, Ws)ds
=, (t — s, W)dWs — q(Wi)u(t — s, Wy)ds,

Por otra parte, para I, tenemos
dl, = [e&? q<Wr>dr] g(W,)ds = Lg(W,)ds, (3.26)

y aplicando la regla del producto para M, = U, - I; tenemos

expl j (W )dr) st — s, W)AW, — q(W.)u(t — s, W.)ds)

; eXp(J: (W, )dr) {g(Wa)ult — s, W, )ds)

= exp(f q(W)dr){u(t — s, W) }dWs.
0
Por ende, M es una integral estocastica de Itd y por ende una martingala local. Ademas,

como ||ul|e < 0y ||q|ln < o0, tenemos

sup | M| < [l exp(tllq]0),

0<s<t
Por lo tanto, M es acotada y por ende una martingala. Aplicando la propiedad de martingala
nos da

B [M] = u(t.a) = B[] = B | fOF) x| tq<ws>ds>] ,

0
que es la representacion buscada. O

3.4. Foérmulas de Feynman-Kac para problemas de tipo

Dirichlet-Poisson

En esta seccion demostramos una representacion de Feynman-Kac para problemas de
Dirichlet-Poisson. Usamos la convencién de muerte L — k y fuente g, como en el problema
de Cauchy posterior. Nuestra exposicion se basa en [4], cap. 40, y [24], cap. 21, sec. 3.
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Teorema 3.4.1. Sea D < R abierto y sea u € C*(D) n C(D) una solucion acotada del
problema de valores a la frontera

p(z)u'(x) + %0’2<CE)UH(ZL‘) — k(z)u(z) = —g(x), reD, (3.27)

con u(y) = f(y) para y € 0D, k € C(R) no negativa, f € C(0D) y g € C(D). Sea X la
difusion de Ito
dXt = /L(Xt>dt + O'(Xt)th, XO =X € D,

y1p =inf{t >0: X, ¢ D}. Supongamos que

Elol <o 5| [Clgis| <

0

Entonces

u(z) = E* [f(XTD)e—SSD R(X2)ds | J

g<x5>e—ss'c<xr>drds] |
0

Demostracion. Definamos I, = e~ o B(Xs)ds y My = Liu(X;) hasta la salida. It6 y la regla del
producto dan

dM; = I,(Lu — ku)(X,)ds + I/ (X)o(Xs)dW,
= —I,g9(X,)ds + Lu'(X,)o(X,)dW,.

Por tanto, el proceso compensado

tATD

Nt = Mt/\TD + J [sg(Xs)dS
0

es una martingala local, extendida a la salida por continuidad. Puesto que 0 < I < 1, todos

sus valores detenidos estan dominados por la variable integrable

TD
Jallo + f 19(X,)|ds.

Al retirar una localizacién mediante convergencia dominada, N es una martingala y
tATD
U(ZL‘) = E* |:It/\TDu(Xt/\TD) + f fsg(Xs)ds] .
0

La esperanza finita de 7p implica 7p < o0 casi seguramente. La continuidad de X y de u
hasta la frontera da u(X,,) = f(X,,). Haciendo t — 0 y usando la misma dominacion
obtenemos la férmula. O
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Figura 3.2: Las particulas markovianas de la difusiéon X* recorren aleatoriamente la region
D, y eventualmente tienen dos posibles destinos: alcanzan la frontera ¢D en cierto tiempo
finito 7p, o sufren una muerte prematura en algin instante aleatorio y son transferidas al
cementerio.

3.5. Foérmulas de Feynman-Kac para problemas de tipo

Cauchy

Ahora, exploremos la conexion entre procesos de difusion de Ito y ecuaciones dife-
renciales parciales de tipo parabdlico, con coeficientes que también dependen del tiempo. El
primer caso lo vamos a resolver con la misma técnica utilizada hasta ahora, y vamos a resolver

lo que se conoce como la ecuaciéon parabodlica hacia atras, dada una condicion terminal.

3.5.1. Férmula de Feynman-Kac para la ecuacién diferencial para-

boélica hacia atras

Ahora vamos a resolver un caso especial de la EDP parabdlica, que es una ecuaciéon
parabolica hacia atréas, donde en lugar de condicion inicial u(0,x) = f(x) usamos una con-
dicion terminal w(7T,z) = f(z). En este caso utilizaremos la técnica de la martingala local
como se hace en [38] cap.15 sec.5, modificandola con un caso ligeramente diferente al que se

presenta en dicho texto.

Teorema 3.5.1 (Formula de Feynman-Kac para la ecuacion parabolica hacia atréas). Sea
q:[0,T] x R — [0,0) continua, f € Cy(R), y sea u € CT2([0,T) x R) n C([0,T] x R) una
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solucion acotada del problema de valores terminales

(;—1:(75,33) + %az(t,x)%(t,az) + u(t, x)g—Z(t,m) —q(t,z)u(t,x) =0 (3.28)
w(T,z) = f(x). (3.29)

Sip: Rt xR—Ryo:RT xR — R cumplen la propiedad de Lipschitz:
|t ) = pt, y)| + o(t, ) — ot y)| < Dlz -y,
para cierta constante D, asi como la propiedad de crecimiento lineal:
\u(t,z)| + |o(t, )| < C(1+ |z]); zeR tel0,T],
para cierta constante C' > 0 entonces u(t, ) tiene la siguiente representacion:
u(t,z) = Eb [ F(Xp)e % q<T7Xr>dT] , (3.30)
donde X = (X;) es solucion de la siguiente ecuacion diferencial estocdstica
dXs = (s, Xs)ds + o(s, Xs)dWs, t<s<T, (3.31)

con condicion tnicial X; = x.

Demostracion. Vamos a usar la técnica de la martingala local. Definamos, para s > t con ¢
fija, el proceso M = (M)

M, = u(s, X"*) ~exp(*f q(r, X" dr) = U,I. (3.32)
t
Entonces, desarrollamos dU conforme la formula de It6, denotando las derivadas parciales

de v con subindices.

1
dU, ={u(s, X)) + 502(57 X Y ugo (s, XE)}ds + uy(s, X0*)d X"

1
:{ul (S> X?x) + 502(87 X?I)uﬂ(‘g: X£7x) + u2(37 X§7I>/L<37 ng)}ds

+ ugy(s, X1 Yo (s, X0T)dW,.

Por otra parte,
dl, = —I,q(s, X"")ds.
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Aplicando la regla del producto de It6 a M tenemos

dM, =1,dU, + UydlI,
=I,{dU, — Usq(s, X*")ds}

1
=I{ui (s, X}") + 502(&X§’I)U22(3>X§’x)

+ua(s, X") (s, X7%) — uls, X;7)a(s, XJ) bds
+ Laus(s, X2")o (s, XE7)dW.

Por la hipotesis de que u satisface la ecuacion diferencial parcial en 3.29, tenemos que todos

los términos entre corchetes se cancelan y tenemos
dM, = Tuy(s, X0")o (s, X07)dW.

Por lo cual M es martingala local. Como ¢ es no negativa y u es acotada por hipotesis, M
es acotada y, por tanto, es martingala. Puesto que M; = u(t, x), al evaluar su esperanza en
T obtenemos la representacion (3.30):

E'[My] = BN [ Fxp)e v WerW] — M, = u(t, z).

O

Observacion 3.5.2. La ecuacién diferencial parcial que acabamos de resolver corresponde
a una generalizacion de la ecuacion de Black-Scholes-Merton, que citaremos en la secciéon
relativa a las aplicaciones en finanzas:

ou 1 0% (9_u

E(t’ T) + 502(25,%)@@,33) + u(t, x) o (t,x) — q(t,x)u(t,z) = 0. (3.33)

3.5.2. Foérmula de Feynman-Kac para la ecuaciéon diferencial para-
bélica no homogénea

De manera similar a como hicimos con el problema de Dirichlet-Poisson, vamos a

considerar una ecuacion diferencial parcial paraboélica hacia atras, con un lagrangiano que

también depende del tiempo: g = ¢g(¢, x). Nuestra demostracion se basa en el caso expuesto
en [41] cap.6 sec.3.

Teorema 3.5.3. Sea u = u(t,x) una solucion del siguiente problema de valores terminales
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de Cauchy:
du 1 ,0%u ou _
5 T3 22 + ,u(t,x)% —k(t,x)u+g(t,z) =0;(t,x) € [0,T) x R (3.34)
w(T,z) = f(x);x e R. (3.35)

Supongamos que f(x) :R— R, g(t,z): [0, T] xR — R yk(t,z): [0,T] xR — R* satisfacen
las siguientes condiciones

L |f(x)| < LA+ |z|*); VzeR
2. lg(t,)] < L(1 + |z|*); Vte[0,T],xeR

para L >0, A > 1.
Ademds, supongamos que pp: R x R— R y o : R" x R — R cumplen la propiedad
de Lipschitz:
|u(t, z) — p(t,y)| + o(t, z) — o(t,y)| < D]z —yl,

para cierta constante D, asi como la propiedad de crecimiento lineal:

n(t,2)| + [o(t,2)| < C(L+ [e); 2 eRte0,T],

para cierta constante C' > 0
Suponemos ademds que f,g,k son continuas en sus respectivos dominios. Si u €
C12([0,T) x R) n C([0,T] x R) y u satisface la condicion de crecimiento polinomial:

mix [u(t, )] < M(1+ |o"),

o<st<T

para M > 0,r > 1, entonces u tiene la siguiente representacion de Feynman-Kac:
T T s
u(t,x) = B | f(Xp)e b kluXu)du +J g(s, X )e k(“’X“)d“ds] : (3.36)
t

en [0,7] x R.

Demostracion. Definamos U, = u(s, X%) e I, = e~ ’“(uvxffz)d“, por lo que el proceso pro-
ducto My = U,l, queda asi:

(My)reser = uls, Xb)e™ e kX )du, (3.37)

S

Como hicimos en el caso anterior, desarrollamos dU y dI conforme la férmula de Itd, deno-
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tando las derivadas parciales de u con subindices.

1
dU, ={uy(s, X0") + 502(37Xz’g”)qu(s,Xz’z)}ds + uy(s, XP¥)d X"

1
:{ul <S> X?x) + 502(37 X£7x)u22<87 X£7x) + u2(37 X£7x>u<37 X§7x)}d5

+ ugy(s, X1 Yo (s, X0T)dW.
Por otra parte,
dl, = —Ik(s, X ") ds.
dM, queda entonces asi
dM, =1,dU, + U,dlI,
=I,{dU, — Usk(s, X")ds}
1
=I{ui(s, X)) + 502(3, X5 gy (s, X07)
+up(s, X (s, Xg7) — uls, X")k(s, X;7)}ds
+ Laug(s, X0%) o (s, XE7)dW.

Por la hipoétesis de que u es solucion del problema de valores terminales, los términos entre
corchetes son iguales a —g(s, X>*) y tenemos que

dM, = I,[—g(s, XP")ds + ug(s, X17)o (s, X17)dW,], (3.38)
es decir ]
dM, = ¢ ¥ HuXu")du {—g(s,Xﬁ’x)ds + a—“(s, X (s, Xﬁ@)dWs] : (3.39)
x

Consideremos la siguiente sucesion localizadora para el proceso X:
To =1inf(s >t : | X" =n) A T. (3.40)

Integrando dM, entre t y 7, tenemos

Tn Tn a
M, — M, = —J Lg(s, X1")ds + f ]Sa—u(s, XY o (s, X0 AW,
t t z

Dado que M; = u(t, z),

Tn

M., —u(t,x) = —J Lg(s, XE%)ds + f ISZ—Z(S,XSt’x)a(s,X;’I)dWS. (3.41)
t t

Para n > |z|, el proceso compensado Ny = M, + Sf I,.g(r, X,)dr, detenido en 7, esta
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acotado por M (1 +n*) + L(T —t)(1 + n*'). Es, por tanto, una martingala. La continuidad
hasta T permite alcanzar el extremo terminal sin suponer que u, esté acotada alli. La integral
estocastica de 3.41 tiene entonces esperanza cero y obtenemos:

EY[M,,] - u(t, z) = —E** [ [ rats, Xs>ds]
t

u(t,z) = E"*[M, ] + E** lf ]Sg(s,Xs)ds] ,
¢

es decir,

Tn

u(t,r) = E"* [u(Tn,XTn)e_SZn k(“’X“)d“] + EH* {f g(s, X )e ¥ k(“’X“)d“ds] : (3.42)
t

Ahora, por el corolario 2.5.7, tenemos la siguiente desigualdad:

ET sup | X*™] < C(t, T, 7) < o0, (3.43)

t<s<T
la cual podemos utilizar para verificar la convergencia de 7, usando la desigualdad de Markov:

Et’m[supt<s<T |Xs|2m] < Cm(t, T, I)

~

P (7, <T) <P"(sup |X,| =n) <

t<s<T n2m

n2m

En el limite tenemos que
. Cu(t,T, 1)
lim ————

n—00 n2m

=0,

Ademas, por continuidad y no explosion, cada trayectoria esta acotada en [t, T, por lo que
eventualmente 7,, = T casi seguramente.
Asimismo, 3.43 y la condicién terminal implican que la sucesion formada con el primer

término de 3.42 converge cuando n — oo a:
Et® [U(T, XT>€_ StT k(u,Xu)du] — Et= [f(XT)e_ StT k(u,Xu)du] '

El segundo término converge a

T
i lf g(S, Xs)e_ 5y k(u,Xu)dudS] :
t

por el teorema de convergencia dominada: los dos términos estan dominados, respectivamente,
por M (14 sup,c,er | Xs|?") v L(T — ) (1 + sup,<,r | Xs[**), integrables por el corolario 2.5.7.
De la convergencia de ambos términos se sigue la ecuacion 3.36, que es lo que se buscaba. [

Observacion 3.5.4. En el teorema anterior, es posible sustituir las condiciones de cota 1.

y 2. para las funciones f(x) y g(¢,x), por una condicién de no negatividad: f(z) = 0Vx € R
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y g(t,x) = 0Vt € [0,T],z € R. En dicho caso se concreta el ultimo paso de la demostracion

utilizando los teoremas de convergencia de martingalas. Véase [41], p.463.






Capitulo 4

Conexiones entre el proceso de
Feynman-Kac y otras técnicas de
condicionamiento y transformaciéon de

procesos estocasticos

Este capitulo discute la relacion que tiene el proceso de Feynman-Kac con otros
procesos especiales que se obtienen por medio de técnicas de condicionamiento de un proceso
de difusion. Estudiaremos sus relaciones mediante semigrupos ponderados, condicionamiento
y cambios de medida; para las difusiones con cambio de deriva utilizaremos el teorema de
Girsanov.

El proceso de Feynman-Kac, como vimos en el capitulo 3, es obtenido a través de
la modificaciéon de la funcién de transiciéon correspondiente a una difusiéon de It6 ordinaria,
transforméndolo en una difusiéon cuyas trayectorias son matadas a una cierta tasa exponen-
cial.

Por otra parte, es posible modificar la funcién de transicién de un proceso de Markov
por medio de lo que se conoce como la h-transformada de Doob, donde usamos una cierta
clase de funciones h, con el fin de condicionar el proceso para que tenga un comportamiento
concreto.

Puesto que el condicionamiento de un proceso de Markov por medio de la h-
transformada de Doob es un tema conceptualmente dificil, iniciamos con dos ejemplos de su
aplicacion para condicionar cadenas de Markov, puesto que aqui es mas evidente el papel
que tiene la funcion h para modificar la funciéon de transicion del proceso, que en este caso
es una matriz de probabilidades de transicion.

Después, mostramos una relacion directa entre un proceso de difusion sesgado, cuyos
coeficientes son dependientes de una cierta funciéon h, con el proceso de Feynman-Kac, a

través de una h-transformada de Doob aplicada a la funcién de transiciéon del proceso de

57
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Feynman-Kac.

Posteriormente mostramos la manera en que el teorema de Girsanov nos proporciona
la solucion estocastica a una ecuacion de difusiéon més general, expresada en términos de
un movimiento browniano, de manera analoga a la expresion obtenida en las férmulas de
Feynman-Kac obtenidas en el capitulo 3.

4.1. Breve repaso de la teoria de las cadenas de Markov

En esta seccion repasaremos las definiciones mas basicas que necesitamos de la teoria
de las cadenas de Markov. Los resultados que aqui se enuncian se citan del capitulo 2 del
libro de texto de Daniel Stroock, [39], asi como del texto de Maria Emilia Caballero et al,
[7].

Definicién 4.1.1 (Cadena de Markov). Sea el espacio de probabilidad (Q, F,P), y S un
conjunto no vacio, finito o numerable, el cual es el espacio de estados en que toma valores el
proceso.

Una cadena de Markov homogénea es una sucesion de variables aleatorias S-valuadas:

X = (Xn)n>0a Xn (- Sv

que satisface la condicion de Markov: para todo n = 0y todo vector de estados (g, ..., i, J) €
Sn+27

]P)[Xn-H = ]|X0 = Z.07 o 7Xn = Zn] = P[Xn-&-l = j|Xn = Zn] (41)

En el caso en que S sea finito, existe una matriz P tal que sus entradas satisfacen que:
PlXni1 = j|Xn = in] = (P)i,;, (4.2)

la cual es conocida como la matriz de probabilidades de transicién. Ademaés, sus entradas
son no-negativas y cada uno de sus renglones suma 1. En términos de condicionamiento de
las variables aleatorias del proceso, esto se escribe asi:

P[Xni1 = j|Xo, ..., Xu] = (P)x,- (4.3)

En este caso, la distribucion de la variable aleatoria X es un vector de probabilidad y se le
llama la distribucién inicial de la cadena.

Definicion 4.1.2 (Estados accesibles de una cadena de Markov). Dado un par de estados
1,7 € S decimos que j es accesible desde i si la cadena puede pasar del estado ¢ al estado 7,
es decir

(P");; >0 para algin n € N. (4.4)
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Esto lo escribimos como ¢ — j. Si ¢ y j son mutuamente accesibles entre si, decimos que ¢ se

comunica con j y escribimos ¢ < j.

A continuacion definimos los conceptos de recurrencia y transitoriedad de un estado

J €S en términos del concepto de tiempo de retorno.

Definiciéon 4.1.3 (Clasificacion de estados de una cadena de Markov). Sea p; el primer

momento en que la cadena alcanza el estado 7, es decir,
pji=mf{n>1:X,=j} (=wosiX,#j Vn=1). (4.5)
Diremos que un estado j € S es recurrente si
Plp; < 0| Xo = j] =1, (4.6)
y diremos que es transitorio si
Plp; < | X, = j] < 1. (4.7)

Esta definicion nos dice que un estado es recurrente si la probabilidad de que retorne

a dicho estado en un tiempo finito es igual a 1.

Teorema 4.1.4 (Propiedad de Markov de una cadena de Markov). Sea F : S"™' — R
acotada o no negativa y m,n = 1. Entonces, una cadena de Markov cumple la propiedad de
Markov, es decir:

E[F( X, s Xonan) | Xo =0, -, Xon = ]

4.2. Condicionamiento de una cadena de Markov por me-

dio de la h-transformada de Doob

En esta secciéon vamos a construir cadenas de Markov condicionadas, utilizando la
técnica de la h-transformada de Doob. Los resultados que aqui se presentan se basan en los
ejercicios 2.4.9 y 2.4.10 de [39].

Proposicion 4.2.1 (h-transformada de Doob para condicionar estados no alcanzables). Sea

P una matriz de probabilidades de transicion en el espacio de estados S. Sea & #1' < S un
subconjunto dado de S y S = S\I'. Definamos

pr=if{n>0:X,el}. (4.8)
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Asumamos que

h(i) =Plpr = 0| Xo =i >0 VieS. (4.9)
Entonces, tenemos las siguientes propiedades:
1. h es una funcion armdnica, es decir: h(i) = >, 5(P)ih(j) Vie S.
2. La matriz

1

(P)y; = W(P)zjh(i),

es una matriz de probabilidades de transicion en S.

3. Para toda n € N y todo vector de estados (jo, - - -, jn) € (g)”H, se cumple que para cada
ieS:

]IB)[XO :.j(]?""Xn :jn|X0 :Z] =
]P[XO :j07"->Xn :jn|pF = o0 & XO = Z],

donde P denota las probabilidades calculadas para la cadena de Markov en S, cuya

matriz de probabilidades de transicion es P.

Esto significa que la cadena de Markov definida por P es una modificacion de la cadena de

Markov determinada por P, condicionada de tal modo que nunca alcance al conjunto T'.

Demostracion. 1. Para demostrar esta relacion, notemos que h(i) es la probabilidad de
que el proceso nunca alcance I' condicionado a que empieza en el estado i. Utilizando
la ley de la probabilidad total respecto de los estados j e i, asi como la propiedad de
Markov respecto al estado X, lo podemos escribir asi:

h(i) = Plpr = 0| Xo = i] = Y. P[pr = 0| X1 = j]P[X; = j| X, = i].

IS

Puesto que P[X, = j| X = i] = (P);; y P[pr = 0| X, = j] = h(j) para j € S, tenemos
que
h(i) = Z(P)z'jh(j) + Z(P)ij -0,
jeS Jer
dado que para j € I' pr < 1y P[pr = 00| X; = j] = 0. Eso hace que el segundo término
sea (0, obteniendo asi el resultado buscado.

2. Para mostrar que P es una matriz de probabilidades de transicion, tenemos que mostrar

que (f’)w > 0 para todo i, j €S, vy que Zjes(f))ij = 1 para todo i € S.

Lo primero resulta claro si observamos lo siguiente: dado que h(i) > 0y (P);; = 0, se

sigue que (P);; = ﬁ(P)ijh(j) = 0.
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Para la segunda propiedad de una matriz de transicion, notemos que
@)=Y — s Y(P)h().
h(i h(i) <~ Y
]ES ]ES jesS

Del inciso anterior sabemos que h(i) = >};.5(P)i;jh(j), por lo cual resulta que

o 1 ]
Yy = g P =1

jeS
Por ende, P es una matriz de probabilidades de transicion en S.

3. Para demostrar este inciso, retomemos primero la definiciéon de P para i,j € S:
(P)ij =

Una trayectoria particular (jo, j1,- - .,Jn) que inicia en i tiene probabilidad

~

P[XOZjOa---:X —]n’XO_Z :51301_[ Jk—1Jk>
k=1

donde ¢;5, es la delta de Kronecker, que es 1 si 7 = jo y 0 en otro caso.

Ahora expresamos la probabilidad condicional de que la cadena nunca alcance I" con
respecto a las matrices (P)

P[onjo,...,Xn:jn’pF:OO & X():Z]
]P)[XO = j07' . Xn = jnapf = OO|X0 = Z]
P[pp = OO|X0 = Z] ’

Por la propiedad de Markov, para jg,...,J, € S, la probabilidad de evitar I' después
del tiempo n, condicionada a esa trayectoria, es h(j,). Por tanto,

P[X0=j07...,X =]n|pF=OO,X0=Z]

jn
51]0

Jk 1Jk

- ﬁ[( h(jk-1) P m)

P[Xo = jo- - Xu = ju | Xo = i].

Con esto se obtiene la identidad buscada.
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]

La conclusion que sacamos del anterior ejercicio es que utilizando una funciéon armo-
nica h podemos condicionar las probabilidades de transicién de una cadena de Markov para
que tengan un comportamiento especifico, que en este caso fue la de hacer que ciertos estados
en un conjunto I de S sean inaccesibles.

Es posible utilizar esta técnica para lograr otros comportamientos. Por ejemplo, se
puede demostrar de una manera similar que si jo € S es un estado transitorio, pero tal que
1 — Jo para todo ¢ € S, y hacemos

hGo)=1 v h(i)=PFlp, <=|Xo=i] i+ jo. (4.10)

A

Para condicionar a alcanzar jy, definimos P,; = P,;jh(j)/h(i) para i # jo y fijamos por
separado Pjoj = 0,,;. Esta cadena llega a jj casi seguramente y permanece alli. La absorcién

se impone mediante esa fila de la matriz; recurrencia y absorcién no son sinénimos.

4.3. Transformada de Doob para procesos de difusiéon de
Ito

Los fundamentos tedricos de esta seccion estan apoyados principalmente en el trabajo
presentado por A. Rosales Ortiz, véase [30], cap.4, asi como [10]

Primero, establezcamos algunas ideas preliminares. Sea X un proceso y la familia de
funciones medibles {g;}is tales que g; : R" — R.

Definimos al operador de traslacion ©y, de la manera siguiente:

@togl(Xt) e 'gn(Xt) = gl(Xt S @to) o 'gn(Xt o @to) = gl(Xt0+t) e ‘gn(Xt0+t)-

Llamaremos Z al conjunto de funciones invariantes bajo el operador de translacion,

es decir, aquellas que satisfacen ' = F' o ©, para todo t > 0.
Definicion 4.3.1 (Eventos invariantes). Sea A un evento. Decimos que A es invariante bajo

(@t)t>0 silye TI.

Proposicion 4.3.2. Para un evento invariante A, definamos h(z) = P*(A) y sea S = {z €
E : h(z) > 0} el conjunto de puntos en E desde los cuales el evento invariante A es accesible.

Sea la medida P* como se define a continuacion:

~ 14
dP* = —~_dP”.
h(z)

Entonces P es una medida de probabilidad en (Q, F) y es absolutamente continua con respecto
a P* para todo x € S.
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Ahora, definamos la h-transformada de Doob conforme a la teoria general de los
procesos de Markov.

Definicion 4.3.3 (h-transformada de Doob). Sea X un proceso de Markov que admita a la
familia de kernels (P;) como funcion de transicién. Sea h una funcién medible estrictamente
positiva y armoénica para el semigrupo, es decir, P.h = h para todo t > 0. Entonces, se define
un nuevo kernel de transicion a través de la siguiente formula

Be.dy) = AP e, a),

es decir, P = h~'Ph. Tenemos asi un semigrupo f’t formado por los kernels de transicion
Py(z,).

En el caso particular h(x) = P*(A) de un evento invariante, sobre los estados con
h(z) > 0, la ley condicionada satisface:

dP 14

AP~ h(z)

Al proceso de Markov que admite a (Pt) como funcién de transicion se le llama la
h-transformada de Doob del proceso X original.

Las h-transformadas de Doob de los procesos de difusién cumplen varias propiedades
importantes, las cuales citamos de [30], cap.4.

Proposicion 4.3.4 (Generador de la h-transformada de Doob de una difusion). Sea X una
difusion de Ité con generador L, que satisface la siquiente ecuacion diferencial estocdstica:

Si ademds h € C? es positiva, P,h = h y Lh = 0, entonces la difusion X, condicionada con

una h-transformada de Doob, tiene el siguiente generador para f € Dy,:
- h
Lf=Lf +JO‘TVT -Vf.

Con estas ideas en mente enunciaremos en la siguiente secciéon el resultado que nos
interesa analizar.
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4.4. Relacion entre el proceso de Feynman-Kac y la difu-

sion sesgada

Mostraremos una manera de expresar el semigrupo de transiciéon de una difusion
sesgada por medio de la h-transformada de Doob de un proceso de difusiéon de Feynman-
Kac. Este resultado es el ejercicio 8.16 de [29], y nuestra intencion al presentarlo aqui es
enfatizar la conexion entre el semigrupo del proceso de Feynman-Kac y el semigrupo de una
difusion sesgada particular, expresada a través de la h-transformada de Doob.

Teorema 4.4.1. Sea W; un movimiento browniano en R"™ y consideremos la difusion X; con

sesgo en R™, definida por
dXt = Vh(Xt)dt + th, XO =X € :R,n7

con h € CZ(R") y derivadas de primer y sequndo orden acotadas. Sea f € Cy(R"™). Entonces,
la funcion de transicion de X es expresada en términos del movimiento browniano Wy como

se describe a continuacion:

E[f(X,)] - E* [f<wt> (= [ Vs + nv) - h(x))] |

0

donde ] 1
V(z) = 5|Vh(:c)|2 + 5Ah(x).

Ademds, el semigrupo de Feynman-Kac PY definido a continuacion se relaciona con el pro-

ceso X mediante la transformada de Doob con funcion positiva H = e”:
PX f(x) = e "W PY(fe")(x),
cuya funcion de transicion, definida por
PY (@) = B | (e by |

Cuando V = 0, este semigrupo corresponde al proceso Y obtenido al matar a W, con tasa V.
St V' toma valores negativos, la expresion sigue definiendo un semigrupo de Feynman-Kac,
pero no admite esa interpretacion como tasa de muerte. En la identidad anterior, el operador
PY actia sobre toda la funcion y — f(y)e"W).

Demostracion. La demostracion utilizaré el teorema de Girsanov para transformar a la
difusion sesgada en un movimiento browniano. Definamos en primer lugar la martingala
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cuadrado-integrable L de la siguiente manera

'y oh .
L :f X,)dW!,
B P rs

Ademas, (Lyr = SOT |Vh(X,)[?ds es acotada en todo intervalo finito si Vi es acotado.
Entonces, si definimos la exponencial

1
Dt = eXp{Lt — §<L>t}7

ésta cumple la condicién de Novikov y es por tal una martingala bajo la medida P para todo
t < T, lo cual definimos haciendo dQ = DpdP
De ello se siguen dos consecuencias: primero

define un movimiento browniano bajo @, por el teorema de Girsanov. Ademaés, como D; es
estrictamente positiva casi seguramente, entonces las medidas P y Q son equivalentes. Esto
nos garantiza que dP = D~1dQ.

Entonces las esperanzas quedan

E[f(X1)]
=Eglf(X)D *1] .
—E, [f( el Zien &, X>d><zi—%séwxs>|2ds}

Como el proceso X es un movimiento browniano bajo la medida @Q, tenemos que aplicar la
esperanza, con la medida Q, de la transformaciéon definida con la exponencial, cuyo argu-
mento es X, es equivalente a aplicar tal transformacioén con argumento W; en la medida P,
lo cual nos da la expresion de la esperanza con la medida P.

—E° [f( W,)elo Zimt & (Wo)aWi=3 §y |Vh<ws>|2ds]‘

Ahora, recordando el lema de Ito para la funcion Z; = h(W};), obtenemos que

t n 92
W,)dW! + f ¢ ds,
= 1

h(Wy) — h(Wy) = f 695

y retomando a su vez la definiciéon de V', con argumento W;:

1 1
V(W) = §|Vh(Wt)|2 + §Ah(Wt)»
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podemos expresar la esperanza de la siguiente forma
BY[f(X0)] = B [ (W)eh (W0 H0Walem G vavais |

Con ello, puesto que la h-transformada de Doob de un proceso de Markov nos define el
semigrupo correspondiente a un nuevo proceso de Markov, resulta que asi hemos construido,
por una parte, el semigrupo de Feynman-Kac del proceso Y, que, cuando V' = 0, resulta de
matar a W; con la tasa V', y cuya funcion de transicion es

P) f(z) =B [ f(Wt)e—Sgwws)ds] ‘

De tal se sigue la expresion del semigrupo de X en términos del semigrupo de Feynman-Kac
del proceso Y, descrito en términos de una h-transformada de Doob:

PYf(x) = e MO BT (fe") ().

4.5. Solucion de la ecuacion de difusion a través del teo-

rema de Girsanov

En esta seccion ilustramos las conexiones entre las formulas de Feynman-Kac y el
cambio de medida mediante el teorema de Girsanov.

Para mostrar este resultado, que se propone como el ejercicio 8.15a) de [29], utilizamos
el teorema de Girsanov para expresar la soluciéon de una ecuacion de difusién, con ciertos
coeficientes de tendencia determinista «;(z), en términos de un movimiento browniano, a
través de la igualdad en ley que establece dicho teorema.

Sean f € C%(R") a = (a1(x),...,a,(x)) con o; € C%(R™), v sea u(t, ) la solucion
del siguiente problema de valores iniciales definido a continuacién:

u(0,2) = f(z); x € R™, . '

Entonces, u(t, z) se puede expresar de la siguiente forma
u(t, ) = E* [ (W)l v (4.12)

Demostracion. Definamos la medida Q haciendo dQ = M;dP, donde

t

V= o[ o), — 3 [ ja(was)

0
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La acotacion de « verifica Novikov, de modo que M es una martingala de esperanza uno. La
medida se define coherentemente en cada JF;. Por el teorema de Girsanov, Wt =W, -z —
Sé a(Ws)ds es un movimiento browniano bajo Q iniciado en cero. Entonces, W, satisface la
ecuacion diferencial estocastica siguiente:

th = Oé(Wt)dt + th,

Bajo Q, W tiene la ley de la difusiéon con deriva « iniciada en z. La representacion de la
solucion acotada da, por tanto, u(t,z) = Eg[f(W)], ¥

%[f(Wt)] = Ef»[f(Wt)Mt]
= B [f (W) elooWa)dWe—g g |a<ws>|2ds] .






Capitulo 5

Aplicaciones

En este capitulo abordaremos dos aplicaciones de las féormulas de Feynman-Kac, en las
cuales, en conjuncién con la transformada de Laplace, nos permiten deducir féormulas expli-
citas para el calculo de ciertas integrales de procesos de difusién que establecen propiedades
estadisticas interesantes de tales procesos.

La primera aplicacién es un resultado ya clasico, que es la ley del arcoseno para el
movimiento browniano. Para dicho problema, utilizamos la formula de Feynman-Kac del
movimiento browniano para pasar de la esperanza de la integral que nos interesa calcular,
a una ecuacion diferencial parcial con soluciones conocidas, con la cual podemos obtener la
funciéon generadora de momentos de la variable aleatoria que nos interesa analizar.

Dicho resultado, descubierto inicialmente por Paul Levy, fue uno de los primeros
ambitos de aplicacion de las formulas de Feynman-Kac por parte de Mark Kac. Para dicho
desarrollo, analizamos la argumentacion presentada en [38], cap. 15 sec. 3.

La segunda aplicacion consiste en la aplicacion de la formula de Feynman-Kac de una
difusion especial conocida como el proceso de raiz cuadrada, la cual nos simplifica enorme-
mente un problema de valuacién de un instrumento financiero derivado especial.

En tal problema utilizamos la féormula de Feynman-Kac para analizar la funcién ge-
neradora de momentos a partir de la EDP que le corresponde. Esta EDP también tiene una
solucion analitica conocida y gracias a ella podemos llegar a una expresion semi-cerrada para
calcular la integral que nos da el precio del derivado.

En esta seccion incluimos ademas un anélisis computacional del costo comparativo
de utilizar la soluciéon obtenida gracias a las formulas de Feynman-Kac, versus la alternativa
tradicional de una simulacion Monte-Carlo directa.

En ambas aplicaciones nos apoyamos de la transformada de Laplace, otra herramienta

de enorme utilidad para muchos problemas matematicos.

69
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5.1. Ley del Arcoseno para el Movimiento Browniano me-

diante Férmulas de Feynman-Kac

La ley del arcoseno, descubierta por Paul Levy en 1938, establece lo siguiente.

Proposicion 5.1.1 (Ley del Arcoseno para el Movimiento Browniano). Sea (W;);=0 un
movimiento browniano estandar definido en un espacio de probabilidad (2, F,P).

Para t > 0 fijo, definimos la variable aleatoria:

t
Tt = f 1{W5>0} dS, (51)
0

que representa el tiempo total que el movimiento browniano ha pasado en el semieje positivo
hasta el tiempo t.
Entonces, 1/t sigue una distribucion arcoseno en y € [0,1], es decir

P[Eéy

]—garcsinf—lfyd—u
t T YT 0 Vu(l—u)

Esto equivale a decir que 1, tiene la distribucion arcoseno para y € [0, t]:

2 . y 1 (Y du
Plr <yl=2= 2| — 5.3
[ < y] arcsm\/; Jo ) (5.3)

Demostracion. Vamos a utilizar las féormulas de Feynman-Kac para deducir la funciéon de
densidad de probabilidad de 7;. Recordemos que Feynman-Kac para movimiento browniano
se aplica con esperanzas de la forma

u(t,z) — E, [ F(W,) exp < J LV ds)] | (5.4)

0

Fijemos A > 0y @ > 0. Entonces, hagamos f(z) = 1y q(x) = —Al,~¢, y sabemos que

1 = f(z) € Cp, es decir, f es una funcién acotada y medible. Con eso definimos la funcién:

utt.) = B [exp (<4 | Lo, )| (55)

donde E* denota la esperanza tomada con respecto a la ley del movimiento browniano que
comienza en x. Esto significa que u(t,0) es la transformada de Laplace de 7;:

u(t,0) = B[e ] = f[ ]e_Ay PO(7, € dy).
0.t

El potencial indicador es discontinuo en cero. La representacién de Feynman-Kac se
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interpreta aqui por regiones, con continuidad de la solucién y de su primera derivada espacial
en la interfaz (véase [38], cap. 15, sec. 3). Para x # 0, u(t, z) satisface:

ou 10%u
it w) = o (t,x) — Mpmgult, @), .
con la condicién inicial:
u(0,z) = f(z) = 1. (5.7)

Por la condicién de la funcion indicadora, esta EDP se transforma en dos ecuaciones
dependiendo del valor de x:

é’_u(t z) = %%(t,x)—)\u(t,x) x>0 (5.8)
ot %%(t,x) <0

Para resolver esta ecuacion, aplicamos la transformada de Laplace respecto a la va-
riable ¢:

(o, ) = J:O e u(t,z) dt. (5.9)

Tomando la transformada de Laplace de la ecuacion diferencial parcial original, obtenemos
la siguiente ecuacion diferencial ordinaria (EDO) respecto a la variable x:

. 1 0% \ . .
at(a,x) —1 = 5@((1,%) — A0y U, ). (5.10)
Y esta a su vez se transforma en dos ecuaciones diferenciales ordinarias dependiendo del
valor de z:
10%4 -
s, ) — M(a,z) x>0
at(a,x) —1 = 25;’%( ) (@,2) (5.11)
%%(a, x) <0
Vamos a encontrar la solucién para las regiones © > 0y x < 0
Para x > 0, la ecuacién se convierte en:
0%
au(a,r) — 1 = ——(a,z) — \u(a, x).
(0,2) = 1 = 555 () — Nifa, 2)
Para z < 0, tenemos:
1 0%
(o, r) — 1 = ——=(a, ).
aifa,2) ~ 1= 355 (0,)
Las tinicas soluciones acotadas para estas ecuaciones son:
. a%/\—i—coexp (—x«/Q(a—F)\)), x>0,
(o, z) = . (5.12)

§+clexp(x 2a), r < 0.
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La continuidad de @ y de su primera derivada en cero determina las constantes cqg y ¢;:

Con lo cual, haciendo = = 0 nos queda que

0
1
u(a, 0) = e “u(t,0)dt = ———. 5.13
@0 = |0 = s (.13

Ahora identificaremos la ley de 7, comparando sus transformadas de Laplace. Primero
invertimos la transformada en tiempo de wu(t,0); después, la unicidad de la transformada
respecto de A identifica la distribucion en [0, ¢].

Esto significa que queremos demostrar la siguiente ecuacion:

t 1 e—)\s
——s.
0 TA/s(t—s)

Por la unicidad de la transformada de Laplace, la identidad (5.14) es valida si podemos

u(t,0) = E(e™*™) = (5.14)

encontrar que tienen la misma transformada, es decir:

0 o0t 1 €—>\s
J E(e *)e " dt = f J e M- ——dsdt. (5.15)
o Jo m

0 \/s(t = s)

El lado izquierdo de (5.15) es @(«, 0), por lo que la demostracion estara completa si

verificamos que

1 I N
T h b

Aplicando el teorema de Fubini, podemos sustituir la integral gamma siguiente:

Loo%dt = \/g (5.17)

con lo cual sustituimos y obtenemos que

ds dt. (5.16)
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1 0 e—>\8 0 e—at e~ (t+s)
— dtds = dt ds
™ L Vs L Vt—s J NG J
© o —(A+a)s efat
= S

IR \/

:%\/;\[ m

Hemos demostrado que 73, el tiempo que un movimiento browniano pasa en el semieje

y asi completamos la demostracion.
positivo hasta el tiempo ¢, sigue una distribucion arcoseno para y € [0, 1] escalada por un
factor t. Especificamente, 7;/t tiene la funcion de densidad:

1
Tyl —y)

Esta es la formulacion clésica de la ley del arcoseno para el movimiento browniano. [

Frutl) = 0<y<l (5.18)

Es importante destacar que hay muchos otros procesos que siguen leyes de tipo arco-
seno como la que acabamos de demostrar, como la caminata aleatoria o el proceso de Poisson
compuesto. Véase, por ejemplo, [6].
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5.2. Foérmulas de Feynman-Kac en el contexto de las fi-

nanzas matematicas

5.2.1. Introduccién a los instrumentos financieros derivados

En el contexto tanto de la practica de las finanzas, asi como del anélisis y la con-
tabilidad financiera, los instrumentos financieros derivados desempenan un papel crucial en
los procesos de gestion del riesgo de las empresas, asi como la especulacion en los mercados
financieros.

Conforme a los lineamientos planteados en las Normas de Informaciéon Financiera
(NIF) publicadas por la Comision de Principios de Contabilidad del Instituto Mexicano de
Contadores Publicos (IMCP), un instrumento financiero derivado se define como un contrato
cuyo valor cambia en respuesta a la variaciéon en una variable subyacente, que requiere una
inversion inicial nula o pequena en comparacion con otros tipos de contratos financieros, y
que se liquida en una fecha futura.

Este concepto contable enfatiza la dependencia del valor del derivado con respecto
a un subyacente, asi como su funcién en la estructuraciéon de posiciones de cobertura o
apalancamiento.

Desde la perspectiva de las finanzas matematicas, un derivado es entendido como un
activo contingente cuyo precio depende de la evoluciéon de un proceso estocéstico que deter-
mina el valor del subyacente. En este sentido, el estudio de los derivados implica modelar
la dindmica de los precios utilizando herramientas del calculo estocastico, como la ecua-
cion de Black-Scholes y sus soluciones analiticas, o métodos numéricos como Monte Carlo o
diferencias finitas.

La formulacion matematica se centra en la construccién de estrategias de cobertura
y en la obtencion de precios de no arbitraje, utilizando la teoria de la probabilidad con lo
que se conoce como una medida neutral al riesgo.

Un caso particular de derivado es el contrato de opcién, el cual otorga a su tenedor
el derecho, pero no la obligacion, de comprar (opcion de compra) o vender (opcion de venta)
un activo subyacente a un precio determinado (precio de ejercicio) en una fecha futura o
antes de ella.

La valuacion de opciones bajo la metodologia de finanzas mateméticas busca deter-
minar el valor esperado del derivado bajo la medida de probabilidad neutral al riesgo, lo que
permite establecer un precio tedrico basado en el supuesto de ausencia de oportunidades de
arbitraje.

Sin embargo, en el marco de las NIF, la medicién, o determinacion del valor contable,
de un derivado se realiza con base en aquello que se conoce como valor razonable, lo cual
es definido en la NIF B-17 como el precio que se recibiria por vender un activo o se pagaria

por transferir un pasivo en una transacciéon ordenada entre participantes del mercado en la
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Figura 5.1: Captura de pantalla de una terminal Bloomberg. Los instrumentos financieros
derivados juegan un papel clave para protegerse, o cubrir, las variaciones de precio significa-
tivas. En esta imagen se muestra una repentina alza en el precio del gas natural de tipo El

Paso-Permian, el cual es un insumo clave para muchos productores industriales en México y
EE.UU. (©Bloomberg L.P., 2025
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fecha de medicion.

Esto implica que, si bien la teoria de la valuaciéon matemética provee modelos fun-
damentales para estimar los precios de los derivados, en la préactica se debe considerar la
evidencia de mercado, las metodologias de valuacién aceptadas y los supuestos razonables
utilizados por los participantes del mercado.

Lo anterior significa que un vendedor, o comprador, de un instrumento financiero
derivado debe de examinar la relaciéon entre el precio teérico, producido por los modelos
matematicos de valuacion, y el precio de mercado, o aquel que le es ofrecido por los interme-
diarios de los mercados financieros, y utilizar esta informacion para determinar si se trata

de un precio razonable y si resulta por ende apropiado para el objetivo que persiga.

5.2.2. Meétodos matematicos para la valuaciéon de instrumentos fi-

nancieros derivados

Como mencionamos en la Introduccién, las formulas de Feynman-Kac nos permiten
analizar un problema de valuaciéon de derivados utilizando el método que resulte numérica-
mente mas conveniente.

En el contexto de las finanzas cuantitativas, las formulas de Feynman-Kac adquieren
una relevancia particular. Consideremos el problema de valuacién de un derivado financiero,
como una opcion. Bajo los supuestos del modelo de Black-Scholes, el precio de un activo

subyacente sigue un movimiento browniano geométrico:

dSt = TStdt + O'Stth, (519)

donde r es la tasa de interés libre de riesgo y o es la volatilidad. Este modelo, sugerido por
primera vez por el economista Paul Samuelson en 1965 [34], forma la base de lo que se conoce
como el modelo Black-Scholes. En dicho modelo, cuyo desarrollo a detalle se puede consultar
en [21], el precio de una opcion europea con funcién de pago h(Sr) al vencimiento T' esté
dado por:

V(S;,t) = e "TUEQ[L(Sr) | Sy, (5.20)

donde E® denota la esperanza calculada conforme a una medida Q, conocida como la medida
neutral al riesgo.
La formula de Feynman-Kac nos permite reexpresar este problema como una EDP,

conocida como la Ecuacién de Black-Scholes:
oV oV 1, ,0*V
vy grvo. - Zr - 21
8t+r565+205652 rV =0, (5.21)
con la condiciéon terminal V(S,T) = h(95).
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Esta reformulacion del problema de valuaciéon a partir de la soluciéon una EDP ha
sido fundamental para el desarrollo de métodos numéricos eficientes para la valuacion de
derivados complejos, asi como para obtener formulas cerradas en casos especificos.

En la siguiente seccidon, profundizaremos en una aplicacién particular de este marco
tedrico: la valuacion de opciones asiaticas mediante el analisis de la transformada de Laplace
de la variable aleatoria que modela el precio del activo subyacente.

Veremos como las formulas de Feynman-Kac nos permiten transformar un problema
computacionalmente complejo en una EDP que, mediante manipulaciones adecuadas, nos
proporciona una féormula méas manejable y directa de implementar para obtener el precio de
estas opciones.

Para aterrizar nuestro anéalisis, reproduciremos el ejemplo trabajado por los autores
G. Fusai y A. Roncoroni en [15], pp.225-228.

En general, los modelos mateméticos usados en finanzas cuantitativas requieren fre-
cuentemente de herramientas analiticas sofisticadas para resolver problemas complejos de
valuacion de activos derivados. Entre estas herramientas, la transformada de Laplace desta-
ca como un método poderoso y elegante que permite simplificar considerablemente ciertas
clases de problemas. A continuaciéon haremos un breve repaso de sus propiedades asi como
su relevancia en el contexto del problema que vamos a resolver.

Para una variable aleatoria no negativa Z, definimos su transformada de Laplace,

para v = 0, mediante:

Lz(y) = E[e7]. (5.22)

Si Z tiene densidad, esta expresion es su transformada de Laplace. La funcién genera-
dora de momentos usa el signo positivo en el exponente, cuando la esperanza correspondiente
es finita. Esta conexion resulta crucial para los desarrollos matematicos que se presentaran
a continuacion.

Las opciones asiaticas, cuyas funciones de pago dependen del promedio del precio del
activo subyacente durante un periodo especifico, representan un desafio particular para los
métodos de valuacion tradicionales. La transformada de Laplace ofrece una via elegante para
abordar este problema, porque permite estudiar la ley del acumulado y recuperar la esperan-
za del pago mediante inversion; conocer inicamente el primer momento del acumulado no
determina el precio de la opcién.

En el caso que vamos a discutir, utilizamos un proceso de raiz cuadrada como mode-
lo para el proceso de precios del subyacente. Dicho proceso satisface la siguiente ecuacion
diferencial estocastica:

dXt = TXtdt + o/ Xtth. (523)

Por otra parte, la valuaciéon de una opcién asidtica requiere calcular esperanzas de
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integrales que resultan computacionalmente demandantes si se implementan de manera di-
recta. Como veremos en detalle, la transformada de Laplace y su representaciéon en términos
de la solucion de una EDP ya conocida permitira simplificar este calculo significativamente.

Los desarrollos matematicos que siguen demostraran como, mediante la aplicacion del
teorema de Feynman-Kac y la inversion numérica de la transformada de Laplace, podemos
obtener soluciones semi-analiticas o semi-cerradas que resultan ser de mucho menor costo

computacional en comparacion con la simulacion Monte Carlo.

5.3. Valuacién de una opcién asiatica usando Feynman-
Kac

Consideraremos el uso de la transformada de Laplace con respecto al precio de ejercicio
y no con respecto al tiempo hasta el vencimiento.

La transformada de Laplace de una variable aleatoria Z se define como E[e™7#]. En
particular, si Z es una v.a. no negativa con densidad fz(z), tenemos

+00

E[e7] = f e fz(2)dz, (5.24)

0
La transformada se define también para leyes sin densidad, integrando respecto de su medida
de probabilidad.

Si la transformada de Laplace de la variable aleatoria Z es conocida, también podemos
obtener la transformada de Laplace de una opcién de compra escrita sobre Z;. Consideremos
un activo contingente con funciéon de pago dado por «(Z; —Y)*, donde oy Y son constantes.
Por argumentos de no-arbitraje, se sabe que el precio de la opcion es:

+00 +00

(z=Y)"fz(2)dz = ae”f (2 = Y)fz(2)dz, (5.25)

Y

C(Zp,t,Y) = ae”J
0
donde fz(z) es la densidad de Z; con respecto a una medida neutral al riesgo. Definamos la
transformada de Laplace con respecto al precio de ejercicio Y del precio anterior
+00

c(Zo, t;7) = L{C(Zy,1,Y)} :L e 7Y C(Zy,t,Y)dY. (5.26)

Sustituyendo (5.26) en esta formula, [15] deducen el siguiente desarrollo
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(Zo, 1) = f

0

_ fooj e (2 — Y)Y fr(2)dz (5.28)
_ J : J 2 ZYe Y dY fu(2)dz (5.29)

_ foo (6 s i 1) F2(2)dz (5.30)

0

_ ( e ElA] %) . (5.31)

Y v

e Y f Y) fz(2)dzdY (5.27)

o
=]

8

[e=]
[e=]

Usando el hecho de que la inversa de Laplace de 1/y es 1 y la inversa de Laplace
de 1/9?% es Y, los autores antes citados encuentran la siguiente formula para el precio de la
opcion:

~y—Y

—VZ¢
C(Zp,t,Y) = ae™™ [ﬁ ! {M

,-)/2

con lo cual concluyen que el problema se reduce a la inversion numérica de E[e™7%t] /4%

} (V) +E[Z,] - Y] , (5.32)

Como ejemplo concreto, se propone el proceso de raiz cuadrada
dXt = ’T‘Xtdt + o/ Xtth, (533)

y nuestro objetivo es valorar una opcion asiatica de precio de ejercicio fijo, con funciéon de

pago
1 "
0

Para obtener el precio de la opcién asiatica, calculamos la transformada de Laplace
de §; X, du:
v(Xo, t:7) = E [e—ﬂé XudU] . (5.35)

Por las formulas de Feynman-Kac, v(Xo, ¢;7) es la solucion de la EDP:

v v 1, v
e + 7 reo +50 Loy =, (5.36)

con condicién inicial

v(Xo,0;7) = 1. (5.37)

Esta EDP admite un ansatz exponencial afin, relacionado con el utilizado en el modelo
de Cox, Ingersoll y Ross (CIR). La difusién aqui usada tiene deriva rz, no la deriva de
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reversion a la media del CIR usual. Trabajamos con su solucién no negativa y cero absorbente.
El coeficiente 4/ no es Lipschitz en cero, de modo que el teorema global de Lipschitz del
capitulo 2 no se aplica directamente a este ejemplo.

Siguiendo entonces el desarrollo de Cox, Ingersoll y Ross (1986) [22], pp. 397-398, se
propone una soluciéon de tipo:

0(X, t ) = e ABMX=Bli), (5.38)
Reemplazando esta funcién en la EDP, Ingersoll muestra que B(t;v) =0y

B 2v(e* — 1)
SN T (A= r)ett

A(t; ) (5.39)

donde A = /72 + 2v02. Por lo tanto, usando (5.32), podemos escribir el precio de la opcion
asiatica como

—rt
=S [.cl

e~ A7) Xo—B(t;7)
"o

,72

t
} (Kt) +E U Xudu] - Kt] , (5.40)
0

donde L£71 es la inversa respecto a Y; aqui a = 1/t y Y = Kt. Todas las esperanzas de
valuacion se toman bajo la medida neutral al riesgo.

Ademas, el segundo término se simplifica de la siguiente manera:

E Ut Xudu] - fE[Xu]du (5.41)

0

0
t

= | Xoe™du (5.42)
0

Xo(e" = 1)/r, 7 #0,
_ Kol =D/ (5.43)
X(]t, r = 0.

En resumidas cuentas, en este problema especifico de valuacién de opciones asiaticas
bajo el proceso de raiz cuadrada, aplicamos el teorema de Feynman-Kac para transformar
el calculo de la transformada de Laplace:

v(Xo,t;y) =E [6_783 X“d“] : (5.44)

en la resolucion de la EDP:

0 0 1 02
—2§-+rx5§—%502x5;g==7xv, (5.45)

con condicién inicial v(Xy,0;7v) = 1.
El método de las féormulas de Feynman-Kac para simplificar el estudio de ciertas
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integrales de funciones de un proceso de difusion, ha sido también aprovechado exitosamente
por otros autores, en una gran variedad de problemas de valuacién de derivados exoticos.
Véase por ejemplo [25].

En dicho articulo, los autores deducen una férmula comparable para un tipo de opcion
cuyo valor depende de una variable aleatoria, conocida como el “tiempo de ocupaciéon”, es
decir, la cantidad de tiempo que el proceso permanece en cierto intervalo o regién de su

espacio de estados.

5.4. Analisis comparativo entre el método de Feynman-

Kac y una implementacién Monte Carlo directa

Ahora, aplicando la férmula propuesta por [15], vamos a reproducir los resultados nu-
méricos que reportan dichos autores y en conjunto reportaremos un comparativo de eficiencia
computacional en comparaciéon con una implementacion Monte Carlo directa.

Este analisis fue llevado a cabo en un programa escrito en el lenguaje de programacion
R, el cual se presenta adjunto al actual trabajo en el apéndice. R es un entorno de software
gratuito, el cual esté orientado especialmente hacia el computo estadistico y la visualizacion
de datos.

Utilizamos R al ser un lenguaje con requisitos técnicos ligeros en cuanto a la infra-
estructura de computo requerida asi como las habilidades de computacién que se necesitan
por parte del usuario para instalarlo y ejecutarlo. Ademés, es un lenguaje popular y reco-
nocido tanto entre los profesionistas de la industria como en la academia, y como se puede
ir ejecutando por bloques, los programas que se escriben en él resultan sencillos de analizar
paso a paso.

La intencion de este ejercicio es exponer una primera aproximacion a la metodologia
general que se utiliza en la practica real de las finanzas cuantitativas, en particular en los
problemas de calibracion de los algoritmos para los programas de valuacion, pero no pretende
ser un analisis profundo o exhaustivo de ambos métodos.*

5.4.1. Reporte de resultados

Primero, empecemos por los resultados numéricos reportados por Fusai y Roncoroni
(2008) en [15], p.227.
Roncoroni y Fusai obtuvieron estos resultados utilizando la formula (5.40), en con-

juncion con un programa escrito en MATLAB(C), un entorno de software comercial, en el

!Para empezar, un analisis mas profundo se programaria en un lenguaje como C-+-+, haciendo un segui-
miento muy preciso de la asignacién de memoria que esta usdndose por parte del intérprete en el entorno
virtual utilizado, y se compararia con programas y librerias ya establecidos, con ciertos inputs de precios y
datos de mercado adicionales.
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Cuadro 5.1: Precios de una opcién asiatica en el modelo de raiz cuadrada reportados por [15]

K |c=01 0=03 06=05
0.9 | 0.13745 0.15384 0.18691
0.95 ] 0.09294 0.12001 0.15821
1 10.05258 0.09075 0.13253
1.05 | 0.02268 0.06640 0.10987
1.1 | 0.00687 0.04696 0.09016

cual implementan el algoritmo de Abate-Whitt para calcular la inversa de la transformada

de Laplace.

Utilizando el cédigo proporcionado por los autores, reproducimos el programa en R

y obtuvimos valores muy similares, aunque nuestra implementacion tiende a infravalorar los

precios por ciertos margenes porcentuales, los cuales crecen para valores de o més pequenos

y valores de K mas distantes del precio actual Sy = 1.

Comparacion de precios de opciones asiaticas

Método de Laplace vs. Valores de referencia

0.15

Precio de la opcidn

0.05

Fuente —# Calculado -#- Referencia

[b]

1.00
Strike (K)

1.08

Volatilidad (o) ® 01 & 03 W 05

Los resultados numeéricos de la comparacion se pueden consultar en la tabla 5.2

Los autores explican que escogieron ciertos valores particulares de sus parametros

al momento de invertir la transformada de Laplace, lo cual explica hasta cierto punto las

diferencias. Los resultados obtenidos nos dicen que esta férmula es ademés sensible para

ciertos precios de ejercicios particulares.
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Cuadro 5.2: Comparacion entre precios calculados mediante Laplace y valores de referencia

de [15]

Precios calculados con el método de Laplace

K c=0,1 oc=20,3 oc=20,5
0.90 | 0.119568 0.141142 0.177617
0.95 | 0.074231  0.107787 0.148950
1.00 | 0.036441  0.079585 0.123557
1.05 | 0.012828  0.056733 0.101387
1.10 | 0.003009 0.039014 0.082305

Valores de referencia de los autores

K oc=20,1 c=20,3 =0,
0.90 | 0.13745  0.15384 0.18691
0.95 | 0.09294 0.12001 0.15821
1.00 | 0.05258 0.09075 0.13253
1.05 | 0.02268 0.06640 0.10987
1.10 | 0.00687 0.04696 0.09016
Diferencias absolutas (Calculado - Referencia)

K oc=0,1 o=20,3 oc=20,5
0.90 | -0.017882 -0.012698 -0.009293
0.95 | -0.018709 -0.012223 -0.009260
1.00 | -0.016139 -0.011165 -0.008973
1.05 | -0.009852 -0.009667 -0.008483
1.10 | -0.003861 -0.007946 -0.007855

Diferencias porcentuales (%)

K oc=0,1 oc=20,3 oc=0,5
0.90 -13.0 -8.25 -4.97
0.95 -20.1 -10.18 -5.85
1.00 -30.7 -12.30 -6.77
1.05 -43.4 -14.56 -7.72
1.10 -56.2 -16.92 -8.71
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5.4.2. Comparacion entre el método con transformada de Lapla-
ce y Feynman-Kac vs Simulacién Monte Carlo con Euler-

Maruyama

Ahora, nosotros implementamos la simulacion Monte Carlo con el método de Fuler-
Maruyama para valorar opciones asiaticas bajo el proceso de raiz cuadrada. La implementa-
cién que usamos es estandarizada y la tomamos del texto de Stefano Iacus, “Simulation and
Inference for Stochastic Differential Equations With R Examples” [19], cap. 2.

Este enfoque nos sirve como método de validacion para comparar los resultados ob-
tenidos mediante nuestra implementacion del método de la transformada de Laplace con
Feynman-Kac.

Por método de validacién nos referimos a un método estandarizado, cuyas caracteristi-
cas conocemos de antemano, que es considerado como un método “aceptado” por la industria
para dicho problema.

En ese sentido hay que hacer algunas consideraciones importantes, siguiendo las ideas
que se proponen para la implementacion de los métodos Monte Carlo en finanzas confor-
me al texto clasico de Paul Glasserman, “Monte Carlo Methods in Financial Engineering”
[18]. Dichas consideraciones estdn implementadas en nuestro programa como se describe a

continuacioén:

1. El método Monte Carlo necesita un ntimero suficiente de pasos temporales (n_ steps)
para aproximar bien la integracion continua del proceso, especialmente para opciones

asiaticas.

2. Una variable de control con un coeficiente adecuado puede reducir la varianza; la
implementacion original requiere las correcciones que se detallan en el apartado de

rendimiento.

3. Para el proceso de raiz cuadrada, es crucial manejar correctamente la posibilidad de

valores negativos durante la simulacion.
Para obtener resultados méas precisos, se pueden ajustar los parametros:

1. Aumentar n_paths (numero de simulaciones) mejora la precision pero aumenta el

tiempo de calculo.
2. Incrementar n_ steps proporciona una mejor discretizacion del proceso continuo

Ahora mostramos la comparacion entre los precios obtenidos mediante el método de Laplace
y aquellos del método de Monte Carlo con Euler-Maruyama:
Los resultados de este experimento muestran ademas algo interesante: nuestro modelo

de referencia para la validacion de nuestro método, que es la simulaciéon Monte Carlo directa,



5. Aplicaciones

85

Cuadro 5.3: Comparaciéon de precios obtenidos con Monte Carlo y Laplace con Feynman
Kac, por volatilidad (o) y precio de ejercicio (K)

o=0,1
K | Laplace ~ MC  Diff (%)
0.90 | 0.11957 0.11950 -0.05%
0.95 | 0.07423 0.07417 -0.08%
1.00 | 0.03644 0.03609 -0.97%
1.05 | 0.01283 0.01240 -3.31%
1.10 | 0.00301 0.00288 -4.43%
oc=0,3
K | Laplace  MC  Diff (%)
0.90 | 0.14114 0.14011 -0.73%
0.95 | 0.10779 0.10921 1.32%
1.00 | 0.07959 0.07890 -0.86 %
1.05 | 0.05673 0.05801  2.26 %
1.10 | 0.03901 0.03857 -1.14%
oc=20,5
K | Laplace =~ MC  Diff (%)
0.90 | 0.17762 0.17946  1.04%
0.95 | 0.14895 0.15056  1.08 %
1.00 | 0.12356 0.12029 -2.65%
1.05 | 0.10139 0.10158  0.19%
1.10 | 0.08231 0.07779 -5.49%
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muestra diferencias porcentuales mucho més pequenas con respecto a nuestros valores obteni-
dos por método de Laplace con Feynman-Kac, en contraste con las diferencias relativamente
elevadas que se observaban en los datos reportados por [15]. Esta comparacion entre ambos
métodos contra los valores de referencia de los autores la podemos ver en las tablas y grafico
que presentamos a continuacion.

Comparacion de precios de opciones asiaticas
Todos los métodos por nivel de volatilidad

a=01 a=03 o=05

0.15

0.175

010 0.12

0.150

Method
@ Laplace
A Honte Carlo

Precio de la opcién

0.09 0125 - Referencia

0.06 0.100

0.00 0.075

090 095 1.00 105 110 090 095 1.00 1.05 1.10 090 095 1.00 105 1.10
strike (K)

Cuadro 5.4: Comparacion de precios de opciones asiaticas bajo distintos métodos y volatili-

dades
Strike o=0,1 o=20,3 oc=0,5
Ref Laplace MC Ref Laplace MC Ref Laplace MC

0.90 | 0.13745 0.11957 0.11950 | 0.15384 0.14114 0.14011 | 0.18691 0.17762 0.17946
0.95 | 0.09294 0.07423 0.07417 | 0.12001 0.10779 0.10921 | 0.15821 0.14895 0.15056
1.00 | 0.05258 0.03644 0.03609 | 0.09075 0.07959 0.07890 | 0.13253 0.12356 0.12029
1.05 | 0.02268 0.01283 0.01240 | 0.06640 0.05673 0.05801 | 0.10987 0.10139 0.10158
1.10 | 0.00687 0.00301 0.00288 | 0.04696 0.03901 0.03857 | 0.09016 0.08231 0.07779
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Cuadro 5.5: Diferencias porcentuales respecto a los valores de referencia

Strike oc=0,1 o=0,3 oc=0,5

Laplace vs Ref MC vs Ref | Laplace vs Ref MC vs Ref | Laplace vs Ref MC vs Ref
0.90 -13.01 % -13.06 % -8.25% -8.93% -4.97% -3.99%
0.95 -20.13% -20.20 % -10.18% -9.00 % -5.85% -4.83 %
1.00 -30.69 % -31.37% -12.30% -13.06 % -6.77% -9.24 %
1.05 -43.44 % -45.31 % -14.56 % -12.63 % -1.72% -7.54 %
1.10 -56.20 % -58.14 % -16.92 % -17.87% -8.71% -13.72%

Cuadro 5.6: Estadisticas de error por método y volatilidad (RMSE)
Método RMSE_01 RMSE_03 RMSE_05
Laplace 0.01444 0.01088 0.00879
Monte Carlo  0.01462 0.01083 0.00985

Cuadro 5.7: Estadisticas de error por método y volatilidad (MAE)
Método MAE 01 MAE 03 MAE_05
Laplace 0.01329 0.01074 0.00877
Monte Carlo  0.01350 0.01063 0.00960

Cuadro 5.8: Estadisticas de error por método y volatilidad (MAPE)
Método MAPE 01 MAPE 03 MAPE 05
Laplace 32.69 % 12.44 % 6.81 %

Monte Carlo  33.61% 12.30 % 7.86 %
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5.4.3. Benchmark de rendimiento computacional

Las cifras siguientes corresponden al programa y a las configuraciones originales. No
constituyen una comparaciéon universal a igual precision. Aumentar las trayectorias con pasos
fijos no elimina el error de discretizacion; el esquema implementado recorta a cero los valores
negativos. Los restiimenes agrupan configuraciones distintas, no repeticiones de un tunico
experimento. La mediciéon basada en diferencias de gc () describe memoria administrada por
R, no memoria total ni maxima del proceso.

La implementacion original fija el coeficiente de control en § = —1, que no es nece-
sariamente 6ptimo, y calcula el error estdndar sobre pagos sin descontar ni ajustar. Para el
estimador Y + B(C —EC), el éptimo es — Cov(Y, C)/ Var(C') cuando la varianza es positiva;
el error estandar debe calcularse sobre las observaciones efectivamente usadas en el precio.
Los resultados numéricos se conservan como registro del experimento original y requieren
una nueva ejecucion antes de usar esos errores como validacion.

A continuacion realizamos algunas pruebas de rendimiento computacional para com-
parar la eficiencia de ambos métodos. Para dicha comparaciéon vamos a incorporar medi-
ciones de tiempo de ejecucion y uso de memoria. El tipo de pruebas que realizamos son
frecuentemente utilizadas en la industria y se pueden reproducir en casi cualquier lenguaje
de programacion o entornos de software de computo numérico.

Nuestra implementacion se apoya de las recomendaciones descritas en el reconocido
texto de Hadley Wickham, “Advanced R” [42], particularmente los capitulos 23 y 24. Dicho
texto se puede consultar de manera gratuita en https://adv-r.hadley.nz/index.html.

En la tabla 5.9, reportamos los resultados obtenidos cuando utilizamos distintas con-
figuraciones de ambos métodos. Para Monte Carlo implementamos diferentes combinaciones
de nimero de simulaciones y pasos temporales, mientras que para Laplace con Feynman-Kac
aplicamos diferentes combinaciones de términos y términos extra en el algoritmo.

Dicha tabla muestra claramente las diferencias de rendimiento entre los dos métodos,
con Laplace mostrando tiempos de ejecucion mucho mas consistentes y un uso de memoria
significativamente menor, mientras que Monte Carlo muestra una gran variabilidad depen-
diendo de la configuracion.

Por otra parte, en la tabla 5.10 se destaca claramente la diferencia significativa en
rendimiento entre ambos métodos, mostrando que Laplace es considerablemente més réapido
y eficiente en términos de memoria que Monte Carlo.

Para concluir, en la tabla 5.11, mostramos los resultados del analisis de convergencia.
Dicho analisis busca encontrar cuanto tiempo lleva a cada método alcanzar una precision
objetivo. Para tal fin, establece un precio de referencia interno usando el método de Laplace
con muchos términos, cuya exactitud no se valida de manera independiente, e incrementa
gradualmente el ntimero de simulaciones (Monte Carlo) o términos (Laplace). Finalmente,

registra el tiempo tomado hasta alcanzar un error relativo preestablecido
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Comparacion de Uso de Memoria

a0

)
= Method
'g - Laplace
g - Monte Carlo
=

30

0

Laplace Maonte Carlo
Método
Figura 5.2: Comparacién de uso de memoria
Comparacién de Tiempo de Ejecucion

10000
g
@
g 1o Method
()
o B3 Laplace
E B3 Monte Carlo
g
5
2

100

Laplace Monte Carlo
Método

Figura 5.3: Comparacion de tiempos de ejecucion
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En la tabla, el error relativo minimo observado es 0.00596 para Monte Carlo y 0.00098
para Laplace, respecto de la referencia interna. Con el umbral 0.001 del programa, Monte
Carlo no alcanzoé la precision objetivo. Su tiempo reportado es el maximo de las ejecuciones
probadas, no un tiempo de convergencia; por ello no procede interpretar el cociente de

tiempos como una aceleracion a igual precision.
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Cuadro 5.9: Comparacion de rendimiento entre métodos Monte Carlo y Laplace

Método | Configuracién | Tiempo (ms) | Memoria (MB) | Precio
Monte Carlo
Monte Carlo | paths=100, steps=100 66.78 14.0 | 0.0806
Monte Carlo | paths=100, steps=500 151.89 32.2 | 0.0921
Monte Carlo | paths=100, steps=1000 269.46 33.1 | 0.0814
Monte Carlo | paths=500, steps=100 155.22 32.2 | 0.0839
Monte Carlo | paths=500, steps=500 587.21 36.4 | 0.0775
Monte Carlo | paths=500, steps=1000 1,119.38 41.0 | 0.0767
Monte Carlo | paths=1000, steps=100 243.96 33.2 | 0.0791
Monte Carlo | paths=1000, steps=500 1,058.48 41.0 | 0.0783
Monte Carlo | paths=1000, steps=1000 2,083.28 50.2 | 0.0788
Monte Carlo | paths=5000, steps=100 1,091.89 41.4 | 0.0805
Monte Carlo | paths=5000, steps=500 5,179.92 66.5 | 0.0781
Monte Carlo | paths=5000, steps=1000 10,098.57 110.0 | 0.0789
Laplace
Laplace terms=10, extraterms=5 39.22 0.0 | 0.0796
Laplace terms=10, extraterms=10 39.07 0.1 | 0.0796
Laplace terms=10, extraterms=15 39.21 0.1 | 0.0796
Laplace terms=20, extraterms=>5 40.58 0.1 | 0.0796
Laplace terms=20, extraterms=10 40.73 0.1 | 0.0796
Laplace terms=20, extraterms=15 40.82 0.1 | 0.0796
Laplace terms=50, extraterms=5 40.50 0.2 | 0.0796
Laplace terms=>50, extraterms=10 41.83 0.2 | 0.0796
Laplace terms=>50, extraterms=15 41.11 0.2 | 0.0796

Cuadro 5.10: Resumen comparativo de rendimiento: Laplace vs Monte Carlo

Tiempo (ms)

Tiempo Extremo (ms)

Memoria (MB)

Método Media Mediana | Minimo Maximo | Media Mediana
Laplace 40.34 40.58 0.12 0.10
Monte Carlo | 1,842.17 822.85 10,098.57 44.27 38.70
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Cuadro 5.11: Comparaciéon de convergencia entre métodos

Método Tiempo reportado (ms) | Error relativo minimo
Monte Carlo 1,022.03 0.00596
Laplace 0.12 0.00098

5.4.4. Conclusiones acerca de la aplicaciéon de las férmulas de

Feynman-Kac en problemas numéricos

Las formulas de Feynman-Kac, en conjuncién con la transformada de Laplace, nos
proporcionan aqui un ejemplo claro de como es que los resultados profundos de la teoria de
probabilidad y el analisis matemaéatico pueden traducirse en herramientas practicas y eficientes
para la resoluciéon de problemas financieros complejos.

La aplicacion de las formulas de Feynman-Kac en este tipo de problemas representa
una transformacion simbolica de gran utilidad por los siguientes motivos:

1. Transformacién de un problema integral-estocastico a uno diferencial: Estas
formulas permiten convertir un problema que involucra esperanzas sobre integrales de

procesos estocasticos en una EDP determinista.

2. Posibilidad de soluciones en forma cerrada: Como hemos visto en nuestro desa-
rrollo, al aplicar la férmula, pudimos proponer una solucion de la forma v(X, ;) =

—ABMX=BEY) | que resulté en una expresion analitica para A(t;y) con una expresion

e
semi-analitica para la solucion de la EDP, algo que hubiera sido mucho méas complicado

de obtener analizando directamente la esperanza de este proceso de difusion particular.

Ademas, las implicaciones practicas de este tipo de técnicas son numerosas y signifi-
cativas:

Eficiencia computacional: La soluciéon mediante la transformada de Laplace y las
formulas de Feynman-Kac nos permite implementar algoritmos numéricamente eficientes
para la valuacién de opciones asiaticas, en las configuraciones estudiadas; no se ha evaluado
una exigencia de latencia para aplicaciones en tiempo real.

Precision numérica: La transformada tiene una expresion analitica, pero el precio
requiere inversion numérica. Su error depende del truncamiento y de la estabilidad de dicha
inversion. Las diferencias con la referencia publicada requieren una validacion adicional.

Este método puede ademés extenderse a una amplia gama de procesos estocasticos y
estructuras de opciones, proporcionando un marco unificado para la valuaciéon de derivados

exOticos.
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5.4.5. Otras aplicaciones de las Féormulas de Feynman-Kac

Existen muchas otras aplicaciones de las formulas de Feynman-Kac para procesos
de difusién de Ito, las cuales no estudiamos a detalle puesto que exceden en gran medida
el alcance de este trabajo. A continuacion citaremos algunas fuentes en libros de texto y

monografias que consideramos pueden ser de interés para la persona que lee:

1. Aligual que como hicimos con la ley arcoseno, se utilizan con frecuencia para encontrar
la distribucion de otras variables aleatorias del movimiento browniano, como tiempos
de ocupacién o de llegada, y su relacion con ecuaciones diferenciales tanto ordinarias
como parciales. En ese sentido, [5] hace un estudio bastante detallado.

2. La formula de Feynman-Kac para la ecuacion diferencial parabolica no homogénea (que
dedujimos en el teorema 3.5.3, en el capitulo 3) es utilizada en problemas de finanzas
matematicas. En ese tipo de problemas se utiliza el término adicional g(t, x), conocido
como el lagrangiano de la EDP, para especificar algiin tipo de funcién de costo adicional
que debe de cumplir la solucién buscada. Para tales ejemplos recomendamos leer [20],
cap 3 sec 4, en donde se discute dicha ecuaciéon como una generalizacion del modelo de
Black-Scholes.

3. En el caso de la teoria de los procesos de Markov controlados, también se utiliza la
formula para la EDP parabdlica no homogénea de 3.5.3. En este contexto se utiliza
para estudiar lo que se conoce como “soluciones de viscosidad”, las cuales generalizan
el concepto de solucion de una EDP. Sugerimos como referencia [14], cap. 4 sec. 3 y
cap. 6 sec. 4.

4. En la monograffa de [27] encontramos una generalizacion de las féormulas de Feynman-
Kac para cadenas de Markov. Estas formulas son aplicadas en problemas computacio-
nales como el Método Secuencial de Monte Carlo, y en problemas estadisticos como los
filtros no lineales y los modelos de espacio de estados. Véase también el libro de texto
[28].
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5.5. Conclusiones y perspectivas

Asi, hemos establecido que el enfoque que nos proporcionan las formulas de Feynman-
Kac representa no solo una técnica de calculo, sino una herramienta de anélisis que amplia
significativamente nuestra capacidad para abordar problemas matematicos, en un ambito
tanto tedrico como practico.

Como continuaciéon de este trabajo, seria de interés tanto practico como tedrico com-
parar una implementacion tradicional de Monte Carlo con una implementaciéon en CUDA
por medio de CuPy. Dicha comparacién permitiria estudiar hasta qué punto el computo en
paralelo modifica los tiempos de ejecucion y el uso de memoria, manteniendo una precision
comparable, asi como revisar el alcance de las diferencias observadas aqui entre la simulacion
directa y el método basado en la transformada de Laplace.

Otra cuestion que seria de interés estudiar es la evolucion asintética de las soluciones
para distintas condiciones de frontera, asi como para funciones de intensidad de muerte, o
términos de crecimiento, que sean periédicos o tengan alguna caracteristica relevante para
las aplicaciones cientificas. Esta perspectiva fue motivada por el analisis que presentan V.
[. Arnold y B. A. Khesin en [2]|, cap. V, seccion 3.C, acerca de la ecuacion de Fokker—
Planck. En ese sentido, seria interesante explorar como las condiciones de frontera y los
términos adicionales de las ecuaciones de Feynman-Kac influyen en el comportamiento de

las soluciones a tiempos largos.



Apéndice A

Codigo para la valuaciéon de opciones
asiaticas

A.1. C(Cobdigo para valuar opciones asiaticas con R

A continuacion proporcionamos el codigo utilizado para reproducir los resultados de
Roncoroni y Fusai y realizar el anélisis computacional que describimos en el capitulo de
Aplicaciones.

El codigo se entrega también en el archivo codigo/opciones_asiaticas.R, den-
tro del repositorio que acompana a la tesis: https://github.com/SymmetricSymplectic/

Feynman-Kac-tesis-2024. La copia local permite consultar y ejecutar el programa sin ex-
traerlo del PDF.

#### Reproducir Roncoroni-Fusai ####
set.seed(2281)

# Funcion para calcular la transformada de Laplace en el modelo de ratz cuadrada
ltsr <- function(spot, expiry, sg, rf, gamma) {

lambda <- sqrt(rf~2 + 2*xgammaxsg+*sg)

numerator <- 2*gammax* (exp(expiry*lambda) - 1)

denominator <- lambda + rf + (lambda - rf)*exp(expiry*lambda)

1t <- exp(-spot*numerator/denominator)/(gamma~2)

return(lt)

# Funcion para realizar la inversion numérica de la transformada de Laplace

# usando el algoritmo de Abate-Whitt con la aceleracion de Euler

AWSR <- function(spot, strike, expiry, sg, rf, aa = 18.4, terms = 20, extraterms = 10) {
X <- strikexexpiry

# Calcular la transformada en gamma = aa/ (2*%strike)
1t <- ltsr(spot, expiry, sg, rf, aa/(2*X))
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A. Codigo para la valuacion de opciones asidticas

#

sum <- ltxexp(aa/2)/(2*X)

# Aplicar el algoritmo de Euler
k <- 1:(terms + extraterms)
arg_real <- aa/(2*X)

arg_imag <- pixk/X

term <- numeric(length(k))
for(i in 1:length(k)) {

arg <- complex(real = arg_real, imaginary = arg_imag[i])

term[i] <- ((-1)"k[i]) =* 1ltsr(spot, expiry, sg, rf, arg) * exp(aa/2)/X
}

csum <- sum + cumsum(term)
sumr <- Re(csum[terms: (terms+extraterms)])

# Calcular coefictientes binomiales para la extrapolacion
j <- O:extraterms

bincoeff <- factorial (extraterms)/(factorial(j)*factorial (extraterms-j))

# Resultado exztrapolado
euler <- sum(bincoeff*sumr) * (2~ (-extraterms))

# Aplicar la formula final
optprice <- exp(-rfxexpiry) * (euler + spot*(exp(rfxexpiry)-1)/rf - X)/expiry

return(optprice)

Funcion para generar la tabla de precios de opctiones asidticas

generate_asian_option_table <- function() {

# Pardmetros

spot <- 1 # El spot parece ser 1 en los casos
expiry <- 1 # Asumimos vencimiento de 1 afio

rf <- 0.05 # Tasa libre de riesgo (r en el texzto)

# Valores de wolatilidad (sigma) y strikes a evaluar
sigmas <- ¢(0.1, 0.3, 0.5)
strikes <- ¢(0.9, 0.95, 1.0, 1.05, 1.1)

# Crear tabla para almacenar resultados
results <- matrix(0, nrow = length(strikes), ncol = length(sigmas) + 1)
colnames(results) <- c("K", paste("sigma =", sigmas))

results[,1] <- strikes

# Calcular precios de opciones para cada combinacion
for (i in 1:length(strikes)) {
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for (j in 1:length(sigmas)) {
results[i, j+1] <- AWSR(spot, strikes[i], expiry, sigmas[j], rf)
}

# Convertir a data frame y formatear
results_df <- as.data.frame(results)

# Imprimir tabla de resultados

print(results_df, digits = 5)

return(results_df)

# Ejecutar la funcidn para generar la tabla

asian_option_prices <- generate_asian_option_table()

# Crear una funcion para comparar los resultados con los valores de referencia
compare_asian_option_prices <- function() {

# Pardmetros

spot <- 1

expiry <- 1

rf <- 0.05

# Valores de volatilidad (sigma) y strikes a evaluar
sigmas <- c(0.1, 0.3, 0.5)
strikes <- ¢(0.9, 0.95, 1.0, 1.05, 1.1)

# Crear matriz para los resultados calculados
calculated_results <- matrix(0, nrow = length(strikes), ncol = length(sigmas) + 1)
colnames(calculated_results) <- c("K", paste("sigma =", sigmas))

calculated_results[,1] <- strikes

# Valores de referencia de la tabla LaTeX proporcionada
reference_values <- matrix(c(

0.9, 0.13745, 0.15384, 0.18691,

0.95, 0.09294, 0.12001, 0.15821,

1.0, 0.05258, 0.09075, 0.13253,

1.05, 0.02268, 0.06640, 0.10987,

1.1, 0.00687, 0.04696, 0.09016
), nrow = 5, byrow = TRUE)

reference_results <- as.data.frame(reference_values)

colnames (reference_results) <- c("K", paste("sigma =", sigmas))

# Calcular precios con nuestra implementacion
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for (i in 1:length(strikes)) {
for (j in 1:length(sigmas)) {
calculated_results[i, j+1] <- AWSR(spot, strikes[i], expiry, sigmas[j], rf)
}

calculated_df <- as.data.frame(calculated_results)

# Calcular diferencias absolutas y porcentuales
diff_abs <- calculated_results
diff_pct <- calculated_results

for (i in 1:length(strikes)) {
for (j in 1:length(sigmas)) {
diff_abs[i, j+1] <- calculated_results[i, j+1] - reference_values[i, j+1]
diff_pct[i, j+1] <- (calculated_results[i, j+1] / reference_values[i, j+1] - 1) *
100
}

diff_abs_df <- as.data.frame(diff_abs)
diff_pct_df <- as.data.frame(diff_pct)

# Nombrar adecuadamente las tablas de diferencias
colnames(diff_abs_df) <- c("K", paste("sigma =", sigmas))
colnames(diff_pct_df) <- c("K", paste("sigma =", sigmas))

# Crear tabla final con todos los resultados
cat ("Precios calculados con el método de Laplace:\n")
print(calculated_df, digits = 5)

cat("\nValores de referencia de los autores:\n")

print(reference_results, digits = 5)

cat("\nDiferencias absolutas (Calculado - Referencia):\n")
print (diff_abs_df, digits = 5)

cat("\nDiferencias porcentuales (%):\n")
print(diff_pct_df, digits = 3)

# Crear una tabla formateada para presentacion
comparison_table <- data.frame(
Strike = strikes,
Calc_Sigma_01 = calculated_results[, 2],
Ref_Sigma_01 = reference_values[, 2],
Diff_Sigma_01 diff_pct[, 2],
Calc_Sigma_03 = calculated_results[, 3],
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Ref_Sigma_03 = reference_values[, 3],
Diff_Sigma_03 = diff_pct[, 3],
Calc_Sigma_05 = calculated_results[, 4],
Ref_Sigma_05 = reference_values[, 4],
Diff_Sigma_05 = diff_pct[, 4]

# Crear grdfico de comparacion

if (requireNamespace("ggplot2", quietly = TRUE)) {
library(ggplot2)
library(reshape?2)

# Preparar datos para graficar
plot_data <- data.frame(
Strike = rep(strikes, 2 * length(sigmas)),
Sigma = rep(rep(sigmas, each = length(strikes)), 2),

Value = c(as.vector(as.matrix(calculated_df[, -11)),
as.vector(as.matrix(reference_results[, -1]1))),

Type = rep(c("Calculado", "Referencia"), each = length(strikes) * length(sigmas))

# Crear grdfico

p <- ggplot(plot_data, aes(x = Strike, y = Value, color = Type, shape = as.factor(

Sigma))) +
geom_point(size = 3) +
geom_line(aes(linetype = Type)) +

scale_color_manual(values = c("blue", "red")) +

labs(title = "Comparacidn de precios de opciones asiaticas",
subtitle = "Método de Laplace vs. Valores de referencia",
x = "Strike (K)",
y = "Precio de la opcién",
color = "Fuente",

shape = "Volatilidad (sigma)",
linetype = "Fuente") +
theme_minimal() +
theme (legend.position = "bottom")

print(p)

} else {
cat ("\nPara generar graficos, instale el paquete ’ggplot2’:\n install.packages(’
ggplot2’)\n")

}

return(list(
calculated = calculated_df,
reference = reference_results,
diff_abs = diff_abs_df,
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diff_pct = diff_pct_df,
comparison = comparison_table

)

# Ejecutar la comparacion

results <- compare_asian_option_prices()
#### Comparacion con Euler-Maruyama ####

# Método de Euler-Maruyama para simular el proceso de ratiz cuadrada
# dX_t = rX_tdt + sigma sqrt(X_t)dW_t

# Funcion para simular el proceso de ratz cuadrada usando Euler-Maruyama
simulate_square_root_process <- function(X0, r, sigma, T, n_steps, n_paths) {
dt <- T/n_steps
sqrt_dt <- sqrt(dt)

# Matriz para almacenar todas las trayectorias
X <- matrix(0, nrow = n_steps + 1, ncol = n_paths)
X[1, 1 <- XO # Valor inicial

# Simular cada trayectoria
for (i in 1:n_paths) {
for (j in 1:n_steps) {
# Generar incremento browniano

dW <- rnorm(1l, mean = 0, sd = sqrt_dt)

# Aplicar Euler-Maruyama
# Para evitar valores negativos, usamos maz(X[j, %], 0)
X[j+1, 1] <- X[j, i1l + r * X[j, 1] * dt + sigma * sqrt(max(X[j, 1], 0)) * dw

# Asegurar que el proceso mo tome valores negativos
X[j+1, i] <- max(X[j+1, i], 0)

return(X)

# Funcion para calcular el precio de una opcion asidtica usando Monte Carlo
# Funcion para calcular el precio de una opcidn asidtica usando Monte Carlo
price_asian_option_mc <- function(spot, strike, T, r, sigma, n_steps = 1000, n_paths =
10000, control_variate = FALSE) {
# Stmular el proceso
X <- simulate_square_root_process(spot, r, sigma, T, n_steps, n_paths)
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# Calcular la media aritmética para cada trayectoria

# Para una integracion mds precisa, usamos la regla del trapecio
avg_values <- numeric(n_paths)

dt <- T/n_steps

for (i in 1:n_paths) {
# Aproxzimacion de la integral usando la regla del trapecto
# Corregimos los indices y aseguramos que todas las operactiones sean numéricas
avg_values[i] <- (X[1, i]1/2 + sum(X[2:n_steps, i]) + X[n_steps+1l, i]/2) *x dt / T
X

# El resto de la funcion sigue igual...
# Calcular payoff de la opcidn asidiica
payoffs <- pmax(avg_values - strike, 0)

# Aplicar descuento
option_price <- exp(-r * T) * mean(payoffs)

# Calcular error estdndar Monte Carlo

se <- sd(payoffs) / sqrt(n_paths)

# Si se solicita, implementar control wvariate para reducirT varianza

if (control_variate) {
# Usamos el wvalor esperado analitico del subyacente como wvariable de control
# E[X_t] = X0 x ezp(rt)
expected_avg <- spot * (exp(r * T) - 1) / (r * T)

# Calcular media aritmética teorica
MC_avg <- mean(avg_values)

# Ajustar el precio usando la técmica de control wvariate
beta <- -1 # Coeficiente optimo simplificado
option_price_cv <- option_price + beta * (MC_avg - expected_avg)

return(list(price = option_price_cv, se = se))

return(list(price = option_price, se = se))

}

# Funcion para generar tabla comparativa
compare_pricing methods <- function(laplace_fn, monte_carlo_fn) {
# Pardmetros
spot <- 1
T<-1
r <- 0.05
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# Valores de wvolatilidad y strikes
sigmas <- c(0.1, 0.3, 0.5)
strikes <- ¢(0.9, 0.95, 1.0, 1.05, 1.1)

# Crear tabla para almacenar resultados

results <- data.frame(
K = strikes,
sigma_0.1_laplace = 0,
sigma_0.1_mc = 0,
sigma_0.1_diff = O,
sigma_0.3_laplace = O,
sigma_0.3_mc = O,
sigma_0.3_diff = 0,
sigma_0.5_laplace = O,
sigma_0.5_mc = O,
sigma_0.5_diff = 0

# Calcular precios con ambos métodos
for (i in 1:length(strikes)) {
for (j in 1:length(sigmas)) {
# Calcular precio con transformada de Laplace
laplace_price <- laplace_fn(spot, strikes[il], T, sigmas[j], r)

# Calcular precio con Monte Carlo (con control wariate)
mc_result <- monte_carlo_fn(spot, strikes[i], T, r, sigmas[j],
control_variate = TRUE,
n_steps = 100,
n_paths = 5000)

mc_price <- mc_result$price

# Calcular diferencia relativa
diff_pct <- 100 * (mc_price - laplace_price) / laplace_price

# Guardar resultados

col_idx <- 3 % (j - 1) + 2
results[i, col_idx] <- laplace_price
results[i, col_idx + 1] <- mc_price
results[i, col_idx + 2] <- diff_pct

return(results)

# caso de uso

compare_results <- compare_pricing methods(AWSR, price_asian_option_mc)
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# Formatear resultados para mejor visualizacion
format_comparison_table <- function(results) {
formatted <- results

# Columnas para cada sigma
for (j in 1:3) {
base_col <- 3 * (j - 1) + 2

# Formatear wvalores numéricos

formatted[, base_col] <- sprintf("%.5f", results[, base_col]) # Laplace
formatted[, base_col + 1] <- sprintf("%.5f", results[, base_col + 1]) # Monte Carlo
formatted[, base_col + 2] <- sprintf("%.2f%%", results[, base_col + 2]) # Diferencia

# Renombrar columnas para mejor visualizacion

colnames (formatted) <- c(
g
"sigma=0.1 (Laplace)", "sigma=0.1 (MC)", "sigma=0.1 (Diff)",
"sigma=0.3 (Laplace)", "sigma=0.3 (MC)", "sigma=0.3 (Diff)",
"sigma=0.5 (Laplace)", "sigma=0.5 (MC)", "sigma=0.5 (Diff)"

return(formatted)

# Generar tabla formateada
formatted_comparison <- format_comparison_table(compare_results)

print (formatted_comparison)

# Funcion para analizar la convergencia de Monte Carlo
analyze_mc_convergence <- function(spot, strike, T, r, sigma, max_paths = 1000, steps =
10) {
path_counts <- seq(100, max_paths, length.out = steps)
results <- data.frame(
paths = path_counts,
price = numeric(steps),

se = numeric(steps)

# Precio de referencia (Laplace) g
reference_price <- AWSR(spot, strike, T, sigma, r)

for (i in 1:steps) {
mc_result <- price_asian_option_mc(spot, strike, T, r, sigma,
n_steps = 500,
n_paths = path_counts[i],
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control_variate = TRUE)

results$price[i] <- mc_result$price
results$se[i] <- mc_result$se

# Aftadir error relativo

results$rel_error <- abs(results$price - reference_price) / reference_price * 100

return(results)

# caso: analizar convergenctia para K=1.0 y sigma=0.3

convergence_data <- analyze_mc_convergence(l, 1.0, 1, 0.05, 0.3)

#### Comparacion de los tres métodos ####
# Funcion para comparar los tres métodos: Valores de referencia, Laplace y Monte Carlo
compare_three_methods <- function() {

# Pardmetros

spot <- 1

expiry <- 1

rf <- 0.05

# Valores de volatilidad (sigma) y strikes a evaluar
sigmas <- c(0.1, 0.3, 0.5)
strikes <- ¢(0.9, 0.95, 1.0, 1.05, 1.1)

# Valores de referencia de la tabla LaTeX proporcionada
reference_values <- matrix(c(

0.9, 0.13745, 0.15384, 0.18691,

0.95, 0.09294, 0.12001, 0.15821,

1.0, 0.05258, 0.09075, 0.13253,

1.05, 0.02268, 0.06640, 0.10987,

1.1, 0.00687, 0.04696, 0.09016
), nrow = 5, byrow = TRUE)

reference_df <- as.data.frame(reference_values)

colnames (reference_df) <- c("K", paste("Sigma =", sigmas))

# Crear dataframe para resultados
results <- data.frame(
Strike = strikes,
matrix(0, nrow = length(strikes), ncol = 9) # 3 métodos = 3 wolatilidades

colnames(results) <- c(
"Strike",
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"Ref_Sigma=0.1", "Laplace_Sigma=0.1", "MC_Sigma=0.1",
"Ref_Sigma=0.3", "Laplace_Sigma=0.3", "MC_Sigma=0.3",
"Ref_Sigma=0.5", "Laplace_Sigma=0.5", "MC_Sigma=0.5"

# Calcular precios con todos los métodos
for (i in 1:length(strikes)) {
# Valores de referencia
for (j in 1:length(sigmas)) {
# Indice de columna para cada volatilidad en el dataframe de resultados
col_idx_ref <- 3xj -1 # 2, 5, 8
col_idx_lap <- 3xj #3, 6, 9
col_idx_mc <- 3%j + 1 # 4, 7, 10

# Valor de referencia
results[i, col_idx_ref] <- reference_values[i, j+1]

# Calcular precio con transformada de Laplace
results[i, col_idx_lap] <- AWSR(spot, strikes[i], expiry, sigmas([j], rf)

# Calcular precio con Monte Carlo
mc_result <- price_asian_option_mc(

spot, strikes[i], expiry, rf, sigmas[j],

n_steps = 100,
n_paths = 5000,
control_variate = TRUE
)
results[i, col_idx_mc] <- mc_result$price
}
}

# Calcular diferencias porcentuales
diff_results <- data.frame(
Strike = strikes,
matrix(0, nrow = length(strikes), ncol = 6) # 2 comparaciones = 3 wvolatilidades

colnames (diff_results) <- c(
"Strike",
"Laplace_vs_Ref_Sigma=0.1", "MC_vs_Ref_Sigma=0.1",
"Laplace_vs_Ref_Sigma=0.3", "MC_vs_Ref_Sigma=0.3",
"Laplace_vs_Ref_Sigma=0.5", "MC_vs_Ref_Sigma=0.5"

for (i in 1:length(strikes)) {
for (j in 1:length(sigmas)) {
col_idx_ref <- 3%j - 1 # 2, 5, 8 en results
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col_idx_lap <- 3xj # 3, 6, 9 en results
col_idx_mc <- 3%j + 1 # 4, 7, 10 en results
diff_col_lap <- 2%j # 2, 4, 6 en diff_results

diff_col_mc <- 2xj + 1 # 3, 5, 7 en diff_results

# Diferencia porcentual: (método - referencia) / referencia * 100
ref_value <- results[i, col_idx_ref]

lap_value <- results[i, col_idx_lap]

mc_value <- results[i, col_idx_mcl]

diff_results[i, diff_col_lap] <- (lap_value - ref_value) / ref_value * 100
diff_results[i, diff_col_mc] <- (mc_value - ref_value) / ref_value * 100

# Formatear resultados para mejor visualizacion
formatted_results <- results
formatted_diff <- diff_results

# Formatear wvalores de precios con 5 decimales

for (j in 2:ncol(formatted_results)) {
formatted_results[, j] <- sprintf("%.5f", results[, jl)

X

# Formatear wvalores de diferencias con 2 decimales y simbolo de porcentaje
for (j in 2:ncol(formatted_diff)) {

formatted_diff[, jl <- sprintf("%.2f%%", diff_results[, jl)
X

# Crear grdficos comparativos si estd disponible ggplot2
if (requireNamespace("ggplot2", quietly = TRUE)) {
library(ggplot2)
library (reshape2)

# Preparar datos para graficar prectios
plot_data <- data.frame(
Strike = rep(strikes, 9),
Method = rep(c(rep("Referencia", length(strikes)),
rep("Laplace", length(strikes)),
rep("Monte Carlo", length(strikes))), 3),
Sigma = c(rep("0.1", 3xlength(strikes)),
rep("0.3", 3*length(strikes)),
rep("0.5", 3xlength(strikes))),
Price = c(
results[, 2], results[, 3], results[, 4], # Sigma=0.1
results[, 5], results[, 6], results[, 7], # Sigma=0.3
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results[, 8], results[, 9], results[, 10] # Sigma=0.5

# Grdafico de prectios
pl <- ggplot(plot_data, aes(x = Strike, y = Price, color = Method, shape = Method)) +
geom_point(size = 3) +

geom_line() +

facet_wrap(“Sigma, scales = "free_y", ncol = 3,
labeller = labeller(Sigma = function(x) paste("Sigma =", x))) +
scale_color_manual (values = c("red", "blue", "greend")) +
labs(title = "Comparacidn de precios de opciones asidticas",
subtitle = "Todos los métodos por nivel de volatilidad",
x = "Strike (K)",
y = "Precio de la opcién") +

theme_minimal ()

# Preparar datos para graficar diferencias porcentuales
diff_plot_data <- data.frame(
Strike = rep(strikes, 6),
Method = rep(c(rep("Laplace vs Ref", length(strikes)),
rep("Monte Carlo vs Ref", length(strikes))), 3),
Sigma = c(rep("0.1", 2xlength(strikes)),
rep("0.3", 2xlength(strikes)),
rep("0.5", 2*length(strikes))),
Diff = c(
diff_results[, 2], diff_results[, 3], # Sigma=0.1
diff_results[, 4], diff_results[, 5], # Sigma=0.3
diff_results[, 6], diff_results[, 7] # Stgma=0.5

# Grafico de diferencias
p2 <- ggplot(diff_plot_data, aes(x = Strike, y = Diff, color = Method, shape = Method
)) +

geom_point(size = 3) +

geom_line() +

geom_hline(yintercept = O, linetype = "dashed", color = "darkgrey") +

facet_wrap(~Sigma, scales = "free_y", ncol = 3,
labeller = labeller(Sigma = function(x) paste("Sigma =", x))) +
scale_color_manual (values = c("blue", "greend")) +
labs(title = "Diferencias porcentuales respecto a valores de referencia",
subtitle = "Por nivel de volatilidad",
x = "Strike (K)",
y = "Diferencia (%)") +

theme_minimal ()
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# Imprimir grdficos
print(p1)
print(p2)
} else {
cat ("\nPara generar graficos, instale el paquete ’ggplot2’:\n install.packages(’
ggplot2’)\n")
}

# Mostrar tablas
cat ("\nComparacidén de precios de opciones asiaticas:\n")
print (formatted_results, row.names = FALSE)

cat("\nDiferencias porcentuales respecto a los valores de referencia:\n")

print (formatted_diff, row.names = FALSE)

# Calcular estadisticas de error
error_stats <- data.frame(
Method = c("Laplace", "Monte Carlo"),
RMSE_01 = c(
sqrt (mean ((results[, 3] - results[, 2])°2)),
sqrt (mean((results[, 4] - results[, 2])°2))

),
RMSE_03 = c(
sqrt (mean((results[, 6] - results[, 5])°2)),
sqrt (mean((results[, 7] - results[, 5])°2))
),
RMSE_05 = c(
sqrt (mean((results[, 9] - results[, 8])"2)),
sqrt (mean((results[, 10] - results[, 8])°2))
),
MAE_01 = c(
mean (abs (results[, 3] - results[, 21)),
mean (abs(results[, 4] - results[, 2]))
),
MAE_03 = c(
mean (abs (results[, 6] - results[, 5]1)),
mean (abs(results[, 7] - results[, 5]))
),
MAE_05 = c(
mean (abs(results[, 9] - results[, 8])),
mean (abs(results[, 10] - results[, 8]))
),
MAPE_01 = c(
mean (abs (diff_results[, 2])),
mean (abs (diff_results[, 3]))
),

MAPE_03 = c(
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mean (abs(diff_results[, 4])),
mean (abs (diff_results[, 5]))
),
MAPE_05 = c(
mean (abs(diff_results[, 6])),
mean (abs (diff_results[, 7]1))

# Formatear estadisticas de error
formatted_stats <- error_stats
for (j in 2:ncol(formatted_stats)) {
if (j <=7 {
# RMSE y MAE con 5 decimales
formatted_stats[, j] <- sprintf("%.5f", error_stats[, jl)
} else {
# MAPE con 2 decimales y simbolo de porcentaje
formatted_stats[, j] <- sprintf("%.2f%%", error_stats[, jl)
}

cat("\nEstadisticas de error por método y volatilidad:\n")
print(formatted_stats, row.names = FALSE)

# Retornar todos los resultados
return(list(
prices = results,
differences = diff_results,
error_stats = error_stats,
formatted_prices = formatted_results,
formatted_differences = formatted_diff,
formatted_stats = formatted_stats

)

# caso de uso

comparison_results <- compare_three_methods ()

#### Comparacion del desempeiio computactional de ambos métodos ####
# Funcion para medir el rendimiento de ambos métodos
compare_performance <- function() {

# Pardmetros comunes para ambos métodos

spot <- 1

strike <- 1.0

T<-1

r <- 0.05
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sigma <- 0.3

# Pardametros para escalabilidad (probaremos diferentes configuraciones)
mc_paths_list <- c(100, 500, 1000, 5000)
mc_steps_list <- c¢(100, 500, 1000)

laplace_terms_list <- c(10, 20, 50)
laplace_extraterms_list <- c(5, 10, 15)

# Tabla para resultados

results <- data.frame(
Method = character(),
Config = character(),
Time_ms = numeric(),
Memory_MB = numeric(),

Price = numeric()

# Benchmark para Monte Carlo
for (paths in mc_paths_list) {
for (steps in mc_steps_list) {
# Limpiar memoria antes de cada prueba

gcO

# Inicio de medicion

config <- pasteO("paths=", paths, ", steps=", steps)
start_time <- Sys.time()

mem_start <- gc(reset = TRUE)

# Ejecutar Monte Carlo
result <- price_asian_option_mc(
spot = spot,
strike = strike,
T=T,
L =I13,
sigma = sigma,
n_steps = steps,
n_paths = paths,
control_variate = TRUE

# Fin de medicion
end_time <- Sys.time()
mem_end <- gc(reset = FALSE)

# Calcular métricas
time_ms <- as.numeric(difftime(end_time, start_time, units = "secs")) * 1000
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mem_used <- sum(mem_end[,6] - mem_start[,6]) # Medir MB

# Guardar resultados

results <- rbind(results, data.frame(
Method = "Monte Carlo",

Config = config,
Time_ms = time_ms,
Memory_MB = mem_used,
Price = result$price

))

# Benchmark para Laplace

for (terms in laplace_terms_list) {
for (extraterms in laplace_extraterms_list) {

# Limpiar memoria antes de cada prueba

gcO

# Inicio de medicion

config <- pasteO("terms=", terms, ", extraterms=", extraterms)

start_time <- Sys.time()

mem_start <- gc(reset = TRUE)

# Ejecutar Laplace

result <- AWSR(
spot = spot,
strike = strike,

expiry = T,
sg = sigma,
rf =r,

aa = 18.4,

terms = terms,

extraterms = extraterms

# Fin de medicion

end_time <- Sys.time()

mem_end <- gc(reset = FALSE)

# Calcular métricas

time_ms <- as.numeric(difftime(end_time, start_time, units = "secs")) * 1000
mem_used <- sum(mem_end[,6] - mem_start[,6]) # / 102{°2 # Convertir a MB

# Guardar resultados

results <- rbind(results, data.frame(

Method = "Laplace",
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Config = config,
Time_ms = time_ms,
Memory_MB = mem_used,
Price = result

)

return(results)

# Funcion para visualizar los resultados de rendimiento
plot_performance <- function(perf_results) {
# Convertir Method a factor para ordenar en grdficos
perf_results$Method <- factor(perf_results$Method,

levels = c("Laplace", "Monte Carlo"))

# Crear resumen por método
method_summary <- aggregate(
cbind(Time_ms, Memory_MB) ~ Method,
data = perf_results,
FUN = function(x) c(mean = mean(x),
median = median(x),
min = min(x),

max = max(x))

# Formato para mostrar resumen

method_summary_formatted <- data.frame(
Method = method_summary$Method,
Mean_Time_ms = method_summary$Time_ms[, "mean"],
Median_Time_ms = method_summary$Time_ms[, "median"],
Min_Time_ms = method_summary$Time_ms[, "min"],
Max_Time_ms = method_summary$Time_ms[, "max"],
Mean_Memory_MB = method_summary$Memory_MB[, "mean"],
Median_Memory_MB = method_summary$Memory_MB[, "median"]

# St estd disponible el paquete ggplot2, crear visualizaciones
if (requireNamespace("ggplot2", quietly = TRUE)) {
library(ggplot2)

# Grdafico de tiempo de ejecucion

pl <- ggplot(perf_results, aes(x = Method, y = Time_ms, fill = Method)) +
geom_boxplot() +
scale_y_logl0() +

labs(title = "Comparacidén de Tiempo de Ejecucién",
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x = "Método",

"Tiempo (ms, escala log)") +

theme_minimal ()

# Grdafico de uso de memoria
p2 <- ggplot(perf_results, aes(x = Method, y = Memory_MB, fill = Method)) +
geom_boxplot () +
labs(title = "Comparacidén de Uso de Memoria",
x = "Método",
y = "Memoria (MB)") +
theme_minimal ()

# Imprimir grdficos
print (p1)
print (p2)

# Devolver el resumen
return(method_summary_formatted)

}

# Funcion para medir el tiempo de convergencia
compare_convergence_speed <- function() {

# Pardmetros fijos

spot <- 1

strike <- 1.0

T<-1

r <- 0.05

sigma <- 0.3

# Valor de referencia (considerar Laplace con términos altos como "ezacto")
reference_price <- AWSR(spot, strike, T, sigma, r, aa = 18.4, terms = 50, extraterms =
20)

# Error objetivo
target_error <- 0.001 # 0.1/

# Para Monte Carlo - aumentar gradualmente numero de simulaciones
mc_paths_seq <- seq(100, 1000, by = 100)
mc_results <- data.frame(

paths = integer(),

time_ms = numeric(),

price = numeric(),

rel_error = numeric()

for (paths in mc_paths_seq) {
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gcO
start_time <- Sys.time()

result <- price_asian_option_mc(
spot = spot,
strike =
T=T,

r=r,

strike,

sigma = sigma,
500,

paths,

n_steps # fijo para este test
n_paths =

control_variate = TRUE

end_time <- Sys.time()

time_ms <- as.numeric(difftime(end_time,

start_time, units = "secs")) * 1000

rel_error <- abs(result$price - reference_price) / reference_price

mc_results <- rbind(mc_results, data.frame(

paths = paths,
time_ms = time_ms,
price = result$price,
rel_error = rel_error

)

# Terminar st alcanzamos el error objetivo

if (rel_error <= target_error) {
break

# Para Laplace - aumentar gradualmente numero de términos

lap_terms_seq <- seq(5, 50, by = 5)
lap_results <- data.frame(

terms = integer(),
time_ms = numeric(),
price = numeric(),

rel_error = numeric()

for (terms in lap_terms_seq) {
gcO
start_time <- Sys.time()

result <- AWSR(
spot = spot,
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strike = strike,
T,
sg = sigma,

expiry

rf = r,
aa = 18.4,
terms = terms,

extraterms = round(terms/2) # proporcional a terms

end_time <- Sys.time()

time_ms <- as.numeric(difftime(end_time, start_time, units = "secs")) * 1000

rel_error <- abs(result - reference_price) / reference_price

lap_results <- rbind(lap_results, data.frame(
terms = terms,
time_ms = time_ms,
price = result,
rel_error = rel_error

))

# Terminar si alcanzamos el error objetivo
if (rel_error <= target_error) {

break

# Resumen

mc_conv_time <- mc_results[mc_results$rel_error <= target_error, "time_ms"][1]

if (is.na(mc_conv_time)) mc_conv_time <- max(mc_results$time_ms)

lap_conv_time <- lap_results[lap_results$rel_error <= target_error, "time_ms"][1]

if (is.na(lap_conv_time)) lap_conv_time <- max(lap_results$time_ms)

summary <- data.frame(
Method = c("Monte Carlo", "Laplace"),
Convergence_Time_ms = c(mc_conv_time, lap_conv_time),

Final_Error = c(min(mc_results$rel_error), min(lap_results$rel_error))

return(list(
summary = summary,
mc_results = mc_results,

lap_results = lap_results

))
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# Ejecutar pruebas de rendimiento
perf_results <- compare_performance ()

print(perf_results)

# Visualizar resultados
summary <- plot_performance(perf_results)

print (summary)

# Andlisis de convergencia
conv_results <- compare_convergence_speed()
print(conv_results$summary)
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